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1 Introduzione agli algoritmi

La storia dell'informatica non riguarda

e solo lo sviluppo tecnologico degli strumenti di
calcolo e del moderno computer,

e ma include anche lo studio dei procedimenti di
calcolo per risolvere problemi (sia quelli esequiti
dalluomo che quelli eseguiti automaticamente
dagli strumenti di calcolo).

In informatica, i procedimenti di calcolo vengono co-
munemente denominati algoritmi.

Un algoritmo e una procedura di calcolo descrit-
ta in modo sufficientemente preciso atta a risol-
vere un determinato problema.

Nel corso dei secoli la concezione e il modo di descri-
vere gli algoritmi € cambiato in modo significativo e
0ggi, come sappiamo, e possibile scrivere algoritmi
che possono essere eseguiti automaticamente su
macchina.
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Dal problema all’algoritmo

Nella risoluzione di un problema troviamo diversi ele-
menti caratteristici come e illustrato nella seguente fi-
gura:

ALGORITMO
P B »»_\\} _ = .:-

e\ = :

Problema — risultati
> y—

e || problema, come sappiamo, e costituito da una ri-
chiesta di informazione che devono essere ricavate
a partire da un insieme di dati/informazioni note.

e L'algoritmo e un procedimento risolutivo costituito
da un insieme finito di istruzioni che, eseqguite in or-
dine e in modo preciso, permettono di determinare |
risultati del problema a partire dalle informazioni di-
sponibili. Ogni istruzione deve essere elementare,
non ambigua e descritta in modo sufficientemente
preciso e completo per poter essere eseguita “mec-
canicamente”.

e | 'agente di calcolo rappresenta colui che esegue
materialmente le operazioni specificate
nell’algoritmo al fine di risolvere il problema; puo es-
sere rappresentato da una persona, oppure da un
sistema automatico.
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e La memoria rappresenta il supporto dove vengono
conservate le informazioni non solo iniziali ma an-
che guelle che vengono prodotte man mano che si
esegue l'algoritmo.

e | risultati, infine, rappresentano le informazioni de-
siderate e possono essere formate semplicemente
da un singolo dato o da una risposta si/no, oppure
POSSONO essere costituite da un insieme strutturato
e ampio di informazioni come ad esempio la dimo-
strazione di un teorema.
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Il concetto di algoritmo

Un algoritmo e una sequenza finita di istruzioni
per manipolare simboli (segni) secondo regole
sintattiche precise.

Ogni regola di manipolazione deve essere “mec-
canica”’, deve prescindere dal significato dei simboli e
deve essere deterministica, cioe non deve essere le-
gata ad aspetti probabilitistici o di altra natura. Le re-
gole di manipolazioni che possiamo utilizzare per ma-
nipolare i simboli iniziali devono appartenere ad un in-
sieme prestabilito, discreto e finito di operazioni.

Un “buon” algoritmo deve soddisfare deve caratteristi-
che:

Caratteristiche generali degli algoritmi

1. un algoritmo deve essere composto da un insieme
finito di istruzioni;

2. ci deve essere un agente di calcolo capace di esegui-
re le istruzioni dell’algoritmo;

3. non ci deve essere ambiguita sul significato di ogni
operazione elementare specificata nell'algoritmo;

4. le istruzioni dell'algoritmo vengono eseguite con
passi deterministici senzaricorrere a metodi casuali;
5. le operazioni descritte nell'algoritmo devono essere
eseguite per passi discreti senza l'uso di metodi

‘continui' o di dispositivi analogici;
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6. I'agente di calcolo puo utilizzare una memoria in cui
tenere i risultati intermedi per poi utilizzarli nelle fasi
successive;

7. i dati elaborati nell’algoritmo devono essere rappre-
sentabili con un alfabeto finito di simboli e devono
essere di lunghezza finita;

8. lI'insieme delle istruzioni di base che I’agente di cal-
colo e in grado di svolgere e finito;

9. non c'e alcun limite al numero di istruzioni che pos-
sono essere svolte durante I'esecuzione di un algo-
ritmo; qualora l'esecuzione dell'algoritmo non abbia
termine, non sara possibile conoscere i risultati finali
prodotti nell'esecuzione dell'algoritmo;

10. non c'e alcun limite alla quantita di memoria che
puo essere utilizzata durante l'esecuzione dell'algo-
ritmo.

Per molti secoli il termine algoritmo ha assunto le
connotazioni di procedimento risolutivo per un
problema a prescindere dal fatto che esso fosse
“effettivo”, cioe solo se opera su una rappresenta-
zione finita con regole meccaniche secondo le carat-
teristiche appena elencate.

Vedremo quindi algoritmi effettivi come il metodo di
moltiplicazione indiana per i numeri naturali rappre-
sentati in forma posizionale, ma anche procedimenti
che non rientrano nella moderna definizione di algo-
ritmo come le procedure con riga e compasso dei
Greci.
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Paradigmi di calcolo

Ogni algoritmo e legato ad un particolare modello di
calcolo a secondo del tipo di oggetti manipolati e a
seconda delle operazioni applicate: possiamo operare
con numeri, con stringhe composte da lettere, con
equazioni, con figure, ecc.

Nel corso dei secoli sono stati introdotti diversi
modelli computazionali a seconda del tipo di oggett
manipolati. | paradigmi storicamente piu rilevanti so-
no:

e macchina aritmetica,

e macchina geometrica,

e macchina algebrica e

e macchina logica

Questi modelli di calcolo sono stati essi stessi oggetto

di studio e i matematici hanno saputo metterne in ri-
lievo caratteristiche e limiti.
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L’origine del termine “algoritmo”

Fig. Statua di al-Khwarizmi.
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Fig. Page from aI-Khwarlzml's Kitab
al-Jabr wal-Mugabala, the oldest
Arabic work on algebra.

La parola "algoritmo" ha origine in Medio Oriente
e proviene dal nome latinizzato del matematico

persiano al-Khwarizmi.
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Al-Khwarizmi scrisse diversi trattati e tra questi il trat-
tato piu famoso € “al-Kitab al-Mukhtasar fi Hisab al-
Jabr wa |-Mugabala® (Compendio del calcolo per
mezzo della restaurazione e del confronto), contenen-
te le prime regole elementari del calcolo algebrico
per risolvere equazioni.

La sua opera “Kitab al-Jam'a wal-Tafreeq bil Hisab al-
Hindi”, in cui veniva descritto il sistema posizionale
decimale inventato dagli indiani, venne tradotta in lati-
no attorno al 1120 con il titolo “Algoritmi de Numero
iIndorum”. La traduzione latina iniziava cosi: “Dixit Al-
goritmi....

A poco a poco, la parola latina “algorismus” (o “al-
gorithmus”) comincid ad essere usata per indicare i
procedimenti di calcolo per eseguire le quattro ope-
razioni aritmetiche nel sistema decimale in con-
trapposizione al sistema di numerazione romano e
alluso dell'abaco e tale uso porto quasi a dimenticare
il collegamento tra il termine “algorismus” e il matema-
tico arabo, collegamento che venne riscoperto solo
nella meta del XIX secolo, quando le opere del mate-
matico arabo vennero ritrovate dopo un lungo oblio.
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Fig. Un abacista (che utilizza una tavola per contare) in competizione
con un algorista (che utilizza il sistema decimale posizionale).

Nei secoli Xll e XllI gli “algoristi” erano coloro che
adottavano i1 nuovi metodi per eseqguire le operazioni
aritmetiche esposti nel trattato di al-Khwarizmi.

Questi algoristi erano in “competizione™ con gli aba-

chisti, che per eseguire le operazioni adottavano an-
cora |'abaco.
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Cosi Tartaglia nel 1500 spiega all’inizio del secondo
libro del General Trattato il significato del termine:

La Pratica Aritmetica, come afferma Giovan de Sa-
crobusto, fu data compendiosa in luce da un Philo-
sopho detto Algo, e per questa causa fu detta Algo-
ritmo, over Algorithmo. Le specie del qual Algorit-
mo, over Algoritmo, secondo Giovan de Sacrobu-
sto, Perdocimo de Beldemandis, e Michel Scotto
sSono nove.

I “Philosopho Algo” rappresenta ovviamente al-
Khwarizmi.

Successivamente, il termine algoritmo fini per indicare
non solo | metodi per eseguire le quattro operazioni
aritmetiche, ma un qualunque procedimento di calcolo
atto a risolvere un problema di calcolo.
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Fig. Frontespizio dell’Enciclopedie di Diderot e D’Alembert (1751-1772).

D’Alembert definisce in questo modo il termine algo-
ritmo: “Termine arabo, usato da molti autori, e par-
ticolarmente dagli spagnoli per indicare la pratica
dell’algebra. Puoé anche indicare I'aritmetica delle
cifre... La stessa parola puo in generale significa-
re il metodo e la notazione per tutti i tipi di calcolo.
In questo senso, parliamo di algoritmo del calcolo
Integrale, di algoritmo del calcolo esponenziale, di
algoritmo dei seni, ecc.”
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Per molto tempo non si € senti-
ta 'esigenza di dare una defini-
zione piu chiara e precisa del
concetto di algoritmo.

Nel ‘900 il termine assumera
un significato piu  preciso
nell’ambito dello studio dei fon-
damenti stessi della matemati-
ca, grazie soprattutto al pro-
gramma di ricerca lanciato dal
grande matematico tedesco David Hilbert.

| problemi posti da Hilbert porteranno i matematici a
precisare meglio gli aspetti caratterizzanti gli algoritmi.
Nel 1935-37 appariranno finalmente i lavori di Alonzo
Church e Alan Turing, che gettano le basi della mo-
derna definizione di algoritmo.
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2 La macchina aritmetica
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La scrittura dei numeri
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Fig. Sistema di numerazione egizio.

La scrittura dei numeri ha posto per molti secoli il pro-
blema di trovare una rappresentazione efficace che
consenta di operare su di essi in modo efficace.

Nel corso dei secoli il modo di rappresentare | numeri

e cambiato non solo in termini di simboli usati, ma an-
che come principio di funzionamento.
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Due sono gli aspetti piu importanti che hanno caratte-
rizzato la scrittura dei numeri:

e il concetto di base e

¢ la presenza o0 meno del sistema posizionale.

Mentre nelle civilta piu antiche prevalsero sistemi di
numerazione additivi, a partire dal 1V-V sec. d.C. in
India si diffuse quel sistema posizionale che caratte-
rizza la scrittura moderna dei numeri.

Quali sono le caratteristiche di un buon sistema di
numerazione?

e compattezza,

e facilita di calcolo,

e facilita di memorizzazione dei simboli,

e possibilita di trattare numeri arbitrariamente gran-

di,
e generalizzazione a numeri non interi, ...
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Sistemi di numerazione additivi
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Fig. Alcuni sistemi di numerazione antichi.

Probabilmente il primo sistema di numerazione e stato
quello unario: ad ogni unita corrispondeva un segno o
un’incisione su qualche tipo di supporto.

La maggior parte delle civilta antiche ha utilizzato
come base il numero 10, legato ovviamente al nu-
mero dita delle mani. Questo perche le dita della ma-
no hanno rappresentato sicuramente il primo strumen-
to di calcolo usato dall'uomo.
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Non mancano comungue esempi di sistemi di nume-
razione con base diversa. Il piu noto e il sistema
sessagesimale dei babilonesi a base 60 (pero non
di tipo additivo).

A questo proposito, occorre osservare che ancora og-
gl conserviamo traccia di questo sistema nella mi-
surazione del tempo (cioe, per i minuti e per secon-
di) e nella misurazione degli angoli (frazioni di grado).

| primi sistemi di numerazione furono per lo piu di
tipo additivo fondati sull'uso di una base numerica. In
guesti sistemi, ad ogni simbolo di un dato tipo e asso-
ciato un valore numerico prefissato, e il sistema si di-
ce additivo perché il valore complessivo del numero
rappresentato si ottiene sommando i valori humerici
dei singoli simboli che compongono il numero.

Ad esempio, nella numerazione romana antica, Il
numero

XXXVII

viene interpretato sommando:
10+10+10+5+2=37.

In un sistema additivo, il valore di un numero non ha

niente a che vedere con la posizione dei simboli che
si trovano nella sequenza che rappresenta il numero.
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In generale, i sistemi additivi consentono una faci-
le esecuzione delle operazioni di addizione e sot-
trazione, ma le altre operazioni sono difficili. In
passato, queste operazioni venivano svolte con meto-
di diversi da quelli che noi oggi utilizziamo.
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Il sistema di numerazione egiziano
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Fig. Frammento del papiro di Ahmes, circa 1600-1900 a.C.
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Gli egiziani utilizzavano un sistema di scrittura basato
sulluso dei geroglifici che risale ad oltre 3000 anni
prima di Cristo. Il sistema di numerazione egiziano
Impiegava dieci simboli base:

1|

=

I

ﬁ

L

i

1 10

100

1 Qa0

[Leleiely

1 Q0000

10

Equptian numeral hieroglyphs

Fig. Here are the numeral hieroglyphs.

Il sistema era di tipo additivo. | numeri venivano
scritti semplicemente giustapponendo i simboli e il
numero rappresentato era dato dalla somma dei nu-
meri corrispondenti a ciascun simbolo:

29 || 1111
onn || 996
M A ©90
111111 O
276 4622
Fig. 276 in|Fig. 4622 in
hieroglyphs. hieroglyphs.
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Le frazioni venivano scritte come somma di fra-
zioni unitarie, cioe con il numeratore uguale a uno
(tranne per le frazioni “/5 e °/,;). Alcuni esempi sono il-
lustrati qui di seguito:

= <= e
TERINT 1

1/3 1/5 1/249

Nel corso dei millenni, il sistema di numerazione egi-
ziano e cambiato. Ad esempio, la scrittura ieratica
permetteva di scrivere i numeri in una forma piu com-

patta:
100 ,—’ 1000 )
200 ,” 2000 *

1
4
30 5 300/2' 3000 “
7
3

o8]

0]

/in.;hr'-x IR

i
400 !‘9 4000 ”
qa¥
200 _t§||5000 {’
60 ‘m |[600 /J G000 %
700 /f) 7000 4

50 "y || 500 Y || 5000 A

00 ‘e || 200 ’3 90003_

Hieratic numerals

Fig. Here are versions of the hieratic numerals.
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La moltiplicazione degli antichi egizi

Nell'antico Egitto le operazioni di moltiplicazione e
divisione venivano svolte secondo una tecnica diver-
sa da quella attuale. Entrambe le operazioni si ba-
savano sull’operazione di duplicazione (cioe di
raddoppiamento).

Si supponga di dover moltiplicare 41 per 59 utilizzan-
do la tecnica dei raddoppiamenti. Si costruisce preli-
minarmente una tabella con i prodotti di 59 per le po-
tenze successive di 2. Si procede fino alla potenza di
2 immediatamente piu piccola di 41 (ossia, fino a 32).

1 59 J
2 118
4 236
8 472 J
16 944
32 1888 v

A guesto punto, e necessario scomporre 41 nella
somma di potenze di 2 elencate nella prima colonna:
41 =32 + 8 +1.
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Sfruttando la proprieta distributiva possiamo scrivere:
41-59 =(1+8+32)-59=
=1-59+8-59+32.59 =
=59 + 472 + 1888 =
= 2419
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Sistemi di numerazione posizionale

Il sistema di numerazione babilonese

I sistema di numerazione babilonese aveva base
60 ed era un sistema posizionale.

l| fatto che la base del sistema fosse 60, non deve far
concludere che essi utilizzassero 60 cifre in stretta
analogia con il nostro attuale sistema. Le “cifre” del
sistema sessagesimale (da 1 a 59) erano struttura-
te e in particolare, venivano scritte mediante un

meccanismo additivo basato sulluso di soli

due

simboli, uno per le unita e uno per le decine, come Si
puo vedere nella seguente figura.

T L] [} —

ﬂ#ﬁ%%ﬁ34ﬂ
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34 («V
35 {((W

36 («W
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o P
4 &I W
s

. &

Fig. Here are the 59 symbols built from these two symbols
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T &F & &

1,57,46,40 = 424000

Fig. Here is 1,57,46,40 in Babylonian numerals

Purtroppo, | Babilonesi non avevano un simbolo
per indicare lo zero e ci0o poteva creare ambiguita
nell'interpretazione dei numeri: il numero sessagesi-
male (1,1), poteva essere confuso con il numero ses-
sagesimale (0,2). Al posto dello zero, | Babilonesi po-
tevano lasciare un certo spazio tra le cifre dei numeri,
ma ci0 creava comungue problemi per distinguere
numeri come 1, o 60, o 3600.

Se | babilonesi avessero introdotto anche lo zero, a-

vrebbero anticipato il moderno sistema di numerazio-
ne posizionale.
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L’india e il sistema di numerazione posi-
zionale

Le civilta babilonese e cinese furono capaci di anti-
cipare l'idea del sistema posizionale, ma non riusci-
rono a comprendere il ruolo e 'importanza dello
zero, per cui non riuscirono di fatto a sviluppare un si-
stema veramente efficace e funzionale.

La civilta a cui va il merito di aver elaborato un si-

stema posizionale veramente completo e quella
Indiana attorno al Vo Vi d.C.

023 8y §UC

Fig. Sanskrit numerals.
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Fu probabilmente I'abaco a suggerire agli indiani il
sistema posizionale e probabilmente anche l'uso
dello zero. Volendo trascrivere il contenuto di ciascu-
na riga dell'abaco, come indicare le righe vuote? Per
iIndicare tali righe, gli indiani pensarono di usare un
puntino; a poco a poco questo puntino divenne un
piccolo ovale cosi come noi oggi usiamo lo zero.

£

=

A

=

&

.

&

—
—

p

b

P

d

.

Gupta numerals around dth century A.D.

Cosa importante da sottolineare e che per la prima
volta lo zero, che in qualche era gia comparso qua e
la in civilta precedenti, venne considerato un vero e
proprio numero e non soltanto un segno di mancan-
za di cifre nella scrittura dei numeri: se e vero che i di-
versi ingredienti del sistema posizionale erano gia sta-
ti usati in precedenza presso varie civilta, furono gli
Indiani a combinare il tutto facendone un sistema ve-
ramente funzionale!
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Il sistema indiano grazie all’'uso dello zero (per il quale
iIntrodussero la parola sunya, che significa ‘posto
vuoto’) e di altre nove cifre divenne il sistema di gran
lunga piu semplice ed efficace di quelli elaborati da al-
tre civilta.

Il sistema di numerazione indiano e un sistema di
tipo posizionale in quanto il valore numerico associa-
to ad ogni cifra varia secondo la posizione che essa
occupa nella scrittura del numero. Gli indiani furono
Inoltre capaci di sfruttare 1 vantaggi del sistema
posizionale nell’esecuzione delle operazioni, cosa
che invece non era stata compresa dai Babilonesi e
dai Cinesi.
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Nel corso dei secoli la forma delle cifre e cambiata
piu volte. | primi simboli usati per le cifre sono quelli
di tipo bramini risalenti al 1V d.C., ritrovati su monete
di Poona, Bombay, e Uttar Pradesh. L’origine di questi
simboli non e nota.

Il piu antico documento datato in cui compare il siste-
ma posizionale indiano € un documento di tipo legale
che contiene la data del 594 d.C., ma alcuni studiosi
ritengono che questa data sia stata aggiunta succes-
sivamente.

Per quanto riguarda I'uso dello zero il primo documento da-
tato noto che testimonia direttamente 'uso dello zero risale
al 876 d.C.; si tratta di un’iscrizione su lapide relativa alla cit-
ta indiana Gwalior, vicino a Delhi:
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v@LINK

http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/HistTopics/Indian_numerals.html

http://www-qgroups.dcs.st-
and.ac.uk/~history/HistTopics/Zero.html
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| numeri: dall’'India al’Europa attraverso

gli Arabi

Evolution of Hindu-Arabic numerals

Brahmi, 18t cantury cg

N123849€ 2% Qe

'

l

Indian (Gwaliar), 9th century

22-562%X9

IFFredYvA9:

RIIYICWT(o

West Arabic (Gobar), c. 11th century

'

1232¢68~89%90

15th century

Y

1234567890

16th century (Direr)

East Arabic, c. 11th century

Sanskrit Devanagari, Indian,
c. 11th century

2 2006 Encyclopsedia Britannica, Inc.

Fig. Evoluzione delle cifre arabe, secondo Karl Menninger.
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... L’lslam

| contatti tra il mondo arabo e quello indiano por-
tarono ben presto la diffusione del sistema di nu-
merazione indiano nella cultura araba. Abbiamo un
documento arabo del 662 d.C. che cita | sistema In-
diano.

Tra | personaggi arabi che si ri-
tiene abbiano contribuito a dif-
fondere il sistema posizionale
c'e lo stesso Al-Khwarizmi (cir-
ca 780-850), che abbiamo In-
contrato parlando proprio
dell'origine del termine “algorit-

mo .

Attorno all'820 egli scrisse un '

testo (Algoritmi de numero In-

dorum) dedicato al sistema di humerazione posizio-
nale. Il testo evidenzia il ruolo importante dello zero,
caratterizzante i sistemi di numerazione posizionale.
Oltre alle dieci cifre, un po’ diverse per forma da quel-
le odierne, sono presenti i metodi per eseguire le ope-
razioni aritmetiche, compreso il calcolo della radice
guadrata.
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Gli arabi rielaborarono i metodi indiani per eseguire le
operazioni introducendo varianti comungue concet-
tualmente equivalenti a quelli indiani. In particolare il
matematico al-Uqglidisi (circa 920 — 980) contribui a
trasformare le tecniche di calcolo indiane ideate
per lavagne a sabbia nei metodi adatti a carta e
penna. Infatti, fino ad allora in India e nel mondo ara-
bo era pratica fare i calcoli aritmetici scrivendo sulla
sabbia o sulla polvere, cancellando | passaggi inter-
medi mentre si procedeva.
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... L’Europa

Bisogna aspettare ancora circa tre secoli perche il si-
stema di numerazione indo-arabo giunga anche in Eu-
ropa, dove era in uso essenzialmente il metodo di
numerazione romano.

Il primo documento europeo contenente le cifre arabe
risale al 976 d.C., il Codex Vigilanus.

| m#’n];]o[&nh ]nln'bnf f uL-:n. 41‘1‘1@111:161““-:1 LuLdV”anﬁanf
af Immulx comemerics . pcbednf LL&J‘B
A P LN

] nf mk’tLﬁ NN Ut LS
E;L crﬁf %mm L&f",l-“;ﬁﬂé

IYINYETL ™

Fig. Codex Vigilanus: la piu antica indicazione trovata in Europa delle
nostre cifre decimali (976 d.C.).

Dal momento che Europa medioevale acquisi il siste-
ma di numerazione non direttamente dagli indiani, ma
dagli arabi, nella cultura occidentale le cifre numeriche
vengono dette anche cifre arabe. Per molto tempo i
numeri indiani furono comunque usati a fianco dei
numeri romani.
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La diffusione in Europa avvenne prevalentemente per
opera di matematici legati ad ambienti culturali diversi:
guello delle scuole ecclesiastiche e delle universita e
guello dei mercanti.

By T

p mmmtamuuamwmm
Fig. Incipit del Carmen de Algoritmo, poema latino del Xl sec. di Fran-
cois Alexandre de Villedieu.

Tra 1 personaggi che maggiormente contribuirono ad
Introdurre il nuovo sistema di numerazione decimale
iIn Europa attorno al Xlll sec. d.C. va sicuramente
menzionato Leonardo Pisano (1170-1250), detto Fi-
bonacci con il suo Liber Abaci (1202).
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Fig. Leonardo Pisano, detto Fibonacci.
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Fig. Paginainiziale del Liber abaci.
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Fig. Dettaglio delle cifre arabe descritte nel Liber abaci.
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La numerazione posizionale comporto non solo l'in-
troduzione di un nuovo sistema di scrittura dei numeri,
ma determino parallelamente l'introduzione delle re-
gole di calcolo che noi oggi utilizziamo.

2594 x

MMDXCIII x  XXVII =72

Fig. La moltiplicazione nel sistema decimale e nel sistema romano pre-
sentano una notevole differenza come difficolta.

gAIrr PR ¥ cupe > T OR 8~

Fig. La divisione secondo il metodo "per galera", derivata da quella con
I'abaco (utilizzata fino a secolo XV).

28/04/2010 Paolo Giangrandi — Storia dell’Informatica — UNIUD 41



Gli algoritmi della moltiplicazione posizionale in
Europa

L'introduzione del sistema decimale si puo considera-
re un’autentica rivoluzione. Noi oggi siamo cosi abi-
tuati a questo sistema da non renderci conto della sua
Immensa importanza nel facilitare le operazioni.

La moltiplicazione nel sistema decimale posizionale e
l'operazione per la quale troviamo la maggior varieta
di metodi, che anche graficamente assumono aspetti
molto diversi tra loro e ai quali gli algoristi assegnaro-
no nomi fantasiosi.
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Fibonacci illustra nel Liber abaci vari metodi per
eseguire le operazioni aritmetiche.

Un algoritmo che riduce al minimo le possibilita di er-
rori perché i possibili riporti si hanno solo in sede di
addizioni che seguono una serie di semplici moltipli-
cazioni a una cifra e quello detto in Italia come a ge-
losia, oppure a caselle o a reticolo (gia noto comun-
gue agli indiani e agli arabi). Ecco uno schema di mol-
tiplicazione a gelosia, tratto dall’Aritmetica di Treviso
(1478): 934 x 314
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Un metodo di moltiplicazione molto rapido € il meto-
do per crocetta presentato nel testo Scala grimaldelli
(libro 1) del 1560 di Francesco Feliciano, matematico
del XVI sec.’

Moltiplicar per Crocetta, o Casella, si puol moltiplicar,
e far di quante figure tu vorrai, ma bisogna tenere il
capo a bottega per gli incrociamenti che gli vanno, e
per questa causa pochi lo adopera da due figure in
suso. E fassi in questo modo, pono che habbi a molti-
plicare 86 fia 59; acconcia le tue figure come vedi qui
da canto, e comincia dalla prima figura da man destra,
e di’ 6 fia 9 fa 54 e metti 4 e tieni 5, e poi di’ 8 fia 9 fa
/2 e serva, poi di’ 5 fia 6 in croce fa 30, hor summa 5
che tenesti e 72 che servasti con 30, fa 107, e metti 7
e tieni 10, e poi di’ 5 fia 8 fa 40, e 10 che tenesti fa 50,
metti 50 in bina con 74, stara cosi 5074 e tanto fa 59
fia 86, e cosi puoi far tutte le simili, e la prova farai
come alle antedette, fatta.

! Bottazzini, U., Freguglia, P., Toti Rigatelli, L., Fonti per la storia della matematica, Sansoni, pag 24.
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5 g

50 r 4

Fig. Il metodo di moltiplicazione a crocetta.

Il quadrilatero era un altro metodo molto comune, esposto
anche questo nel Liber abaci. Questo € lo schema relativo
alla stessa moltiplicazione precedente, tratto sempre dall'A-
ritmetica di Treviso:

ls.sl—'ct'
BEICL

;95}.:?3

28/04/2010 Paolo Giangrandi — Storia dell’Informatica — UNIUD 45



L'attuale metodo veniva detto in Toscana per biricucolo e
lo stesso metodo veniva invece indicato come per schac-
chiere a Venezia e per organetto a Verona.

Nel 1478 esce Larte de labbacho (noto anche come Arit-
metica di Treviso), il primo manuale di aritmetica stampato
(di autore anonimo) orientato alla matematica necessaria
per le arti mercantili e nel 1494 esce la Summa de aritme-
tica, geometria, proporzioni et proporzionalita, che rac-
chiude tutto il sapere matematico elaborato nel periodo buio
del medioevo. Questi testi e altri segnano di fatto I'avvento
definito del sistema posizionale decimale.

v@LINK

http://www?2.math.unifl.it/~archimede/archimede/note
storia/numeri/numeril/node8.html#moltiplicazione

http://www.dm.uniba.it/ipertesto/indice.doc

http://www?2.math.unifi.it/~archimede/archimede/fibon
accl/immagdini mostral/virtuale.php
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Dalle frazioni decimali ai numeri decimali
con lavirgola

Contrariamente a quanto si puo pensare, l'uso della
virgola nella rappresentazione dei numeri non interi
non e contemporaneo all'introduzione del sistema po-
sizionale decimale.

Fibonacci, che tanto contribui all'introduzione del si-
stema decimale in Europa, non si rese conto della
possibilita di descrivere quantita frazionarie mediante
I'uso della virgola e di ulteriori cifre decimali. L'uso si-
stematico della virgola fu invece introdotto solo tre se-
coli piu tardi.

28/04/2010 Paolo Giangrandi — Storia dell’Informatica — UNIUD 47



Fig. ???Una pagina del Canon mathematicus di Viéte con le frazioni de-
cimali, 1571. (da http://euler.us.es/~libros/aritmetica.html )

L'uso della virgola viene anticipato dall'uso delle fra-
zioni decimali, in contrapposizione a quelle sessage-
simali, e si riscontra nei testi di alcuni matematici del
1500, come Stevino e Viete. Il loro uso era stato co-
munqgue anticipato cinque secoli prima dal matematico
arabo Abu'l Hasan Ahmad ibn Ibrahim al-Uglidisi
(c. 920-c. 980).
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Fig. Frontespizio dell’opera De planis triangulis di Magini. (da
http://www.dm.unibo.it/libradm/document/500ant/500.html#magqgini )

Carl Boyer attribuisce il primo uso della virgola al ma-
tematico italiano Giovanni Antonio Magini (1555-
1617), un astronomo amico di Keplero e concorrente
con Galileo alla cattedra di matematica a Bologna. Nel
suo libro De planis triangulis del 1592 sono presenti |
primi numeri con la virgola.

La virgola (nel continente europeo) o il punto de-
cimale (nei paesi anglosassoni) diventarono di
uso comune soltanto venti anni piu tardi, quando
le tavole logaritmiche, inventate dal matematico
scozzese Nepero, furono introdotte per velocizzare i
calcoli matematici.
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La rappresentazione mediante la virgola permise di
rendere omogenei gli algoritmi usati con i numeri interi
con quelli usati per gestire la parte non intera.

4253 x
7689 =

327,01317

Fig. La virgola facilita le operazioni con i numeri non interi. La moltipli-
cazione di 42,53 e 7,689 non e essenzialmente piu difficile della moltipli-
cazione dei numeri interi 4253 e 7689, poiché, a parte la gestione della
virgola, vengono utilizzati i medesimi procedimenti di calcolo.
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Questa notazione si dimostro poi di particolare impor-
tanza anche per | settori scientifici e tecnologici che
proprio in quegli anni stavano movendo i primi passi.

@LINK

http://members.aol.com/jeff570/fractions.html

http://www.iesmurgi.org/matematicas/materiales/nume
ros/node7.html

http://members.aol.com/jeff570/fractions.html

http://www.maths.uwa.edu.au/~schultz/3M3/L9AIUqlid
Isi.html

http://www.maths.uwa.edu.au/~schultz/3M3/L11Stevin
.html
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| limiti della macchina aritmetica: grandez-
ze incommensurabili

Che cosa si puo rappresentare con i sistemi di nu-
merazione visti e cosa si puo calcolare con le quat-
tro operazioni?

Nell'antica Grecia, il sistema della quat-
tro operazioni con i numeri razionali (as-
soluti) ad essi legato appariva ai Pita-
gorici sufficiente a trattare ogni que-
stione matematica pratica e teorica.

Sappiamo che nella Scuola Pitagorica i numeri non
solo costituirono I'oggetto delle prime teorie matema-
tiche, ma, nellambito delle ricerche filosofiche sul
problema dell’arche (ossia del principio di tutte le co-
se), rappresentarono di fatto la base di una teoria con
cui interpretare il mondo. “Tutto e numero” € il famo-
S0 motto che sintetizza lo spirito filosofico della Scuola
Pitagorica.

| Pitagorici credevano che tutte le relazioni caratteriz-
zanti Il mondo reale potessero essere interpretate in
termini di relazioni tra numeri e in un certo senso pos-
siamo dire che la loro teoria fu il primo tentativo per
cercare un’interpretazione su base razionale del co-
smo.
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Incommensurabilita della diagonale

La scoperta delle grandezze incommensurabili mise in
discussione la possibilita di “misurare” tutte le gran-
dezze mediante i numeri razionali allora noti.

Ad esempio, nessun numero razionale p/q permette di
“misurare” la diagonale del quadrato.

In termini computazionali: le quattro operazioni appli-
cate al numeri razionali non permettono di calcolare la
diagonale del quadrato.

Alcuni  storici  ritengono che la  scoperta
dellincommensurabilita della diagonale abbia deter-
minato una crisi profonda nei confronti dei sistemi
numerici: I matematici greci cominciano a fondare la
matematica su un sistema geometrico distinguendo
nettamente numeri e grandezze geometriche.
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Euclide, negli Elementi, distingue | numeri (trattati nei
libri VII, VIII e IX, dalle grandezze (trattate nel V e X
libro).

In un certo senso, la riga e il compasso sembravano
ai Greci piu potenti delle quattro operazioni aritmeti-
che.
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3 La macchina geometrica

Fig. Euclide, particolare della Scuola di Atene di Raffaello.

Sebbene guando si parla di algoritmi si tenda a pen-
sare a procedure per manipolare numeri (in forma
numerica o in forma simbolica), nella storia degli al-
goritmi hanno avuto un ruolo importante le costruzioni
geometriche.

Molte delle costruzioni geometriche possono essere
Interpretate anche in senso algebrico. Indirettamente,
gli antichi Greci erano in grado di risolvere equazioni
di 1° e 2° grado mediante opportune costruzioni geo-
metriche.
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| Greci e le costruzioni con riga e com-
passo

Fig. Due pagine del testo di Euclide, in una delle versioni piu antiche
(Biblioteca Vaticana)

Un primo esempio di costruzione geometrica e quella che
permette di determinare il centro di un cerchio (Libro llI,
prop. 1) a partire dalla circonferenza:

Proposizione 1. Trovare il centro di un cerchio dato.

Sia ABC il cerchio dato; si deve dunque trovare il
centro del cerchio ABC.

Si tracci in esso a caso una retta [cioe una corda]
AB e la si divida per meta nel punto D [prop. I, 10],
da D si innalzi DC perpendicolare ad AB [prop. |,
11], si prolunghi CD oltre D sino ad E, e si divida CE
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per meta in F (I, 10); dico che F e il centro del cer-
chio ABC.
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Una teoria matematica per la macchina
geometrica

Inizialmente le costruzioni geometriche erano sicura-
mente legate alla pratica di strumenti concreti, ma pi-
ano piano deve essere avvenuto un cambiamento
fondamentale che determino un profondo mutamento
come era gia accaduto in precedenza con il passag-
gio dai sassolini dell'abaco all'aritmetica astratta dei
numeri:

la macchina geometrica greca passo dal con-
creto (strumenti da disegno) all’astratto (rette, cir-
conferenze, ecc.), anche se e difficile descrivere
guesto cambiamento perché mancano fonti testual
che documentano questa transizione.

In tale contesto, due domande importanti si pongono
Immediatamente:

e quali “strumenti geometrici” possono essere
Impiegati per tracciare le figure: in altre parole,
guali sono le operazioni di base che possiamo
utilizzare in un algoritmo geometrico?

e COMe posSsono essere matematizzati questi
strumenti geometrici, cioeé come possono esse-
re rigorosamente descritti in modo da essere ma-
tematicamente trattabili?
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E probabile che nella prima fase della geometria
greca | problemi di costruzioni venissero risolti utiliz-
zando vari strumenti geometrici e gradualmente si
sia chiarito la questione degli strumenti da utilizzare.

-

Secondo molti storici la conclusione a cui perven-
nero I matematici greci fu quella di privilegiare la
riga e il compasso anche se la restrizione al solo uso
di riga e compasso non e stabilita cosi chiaramente
come lascia intendere la storiografia piu tradizionale.
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Un problema geometrico € quindi considerato ri-
solto quando é possibile dare un’opportuna co-
struzione mediante questi due soli strumenti. In
particolare, ogni algoritmo geometrico con riga e
compasso parte da alcuni dati iniziali, che sono gli
oggetti geometrici dati di partenza (rette, segmenti,
circonferenze, ecc.), e procede combinando le se-
guenti cinque operazioni elementari:

1.disegno di una retta con la riga (libera, passante
per un punto, o per due punti,

2.disegno di una circonferenza con il compasso (li-
bera, di dato centro, o di dato centro e di dato
raggio),

3.intersezione di due rette,

4.intersezione di una circonferenza con una retta,

5.intersezione di due circonferenze.

Ognuna di queste operazioni (ripetuta anche piu volte)
consente di individuare nuovi punti, rette, segmenti e
circonferenze necessari per realizzare la figura desi-
derata.
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Le ragioni per la scelta di questi due strumenti rispetto
ad altri possibili non sono del tutto chiare e varie ipo-
tesi sono state avanzate:

. metafisico-estetico, percheé la retta e il cerchio
nella loro semplicita corrispondono a criteri di per-
fezione e armonia tipici del mondo greco,

. assiomatico, perché il comportamento della retta
e del cerchio possono essere descritti con una
teoria geometrica (assiomatizzazione) abbastanza
semplice, e

. esistenziale, perché le procedure costruttive co-
stituiscono una garanzia dell’'esistenza stessa del-
le figure trattate nei teoremi.

Naturalmente questa scelta non significa che nella
matematica greca non siano presenti esempi in cui Si
fa ricorso ad altri strumenti meccanici, ma sembra che
(a partire da un certo momento) i matematici greci
fossero coscienti di ricorrere a strumenti che violava-
no la restrizione a riga e compasso.
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La seconda questione, relativa al come furono mate-
matizzati questi (due) strumenti geometrici e intrinse-
camente legata al processo di astrazione a cui ando
progressivamente incontro la geometria, che porto ad
Idealizzare riga e compasso in modo che ogni segno
del foglio rimandasse ad un ente geometrico ideale
(punto, retta, circonferenza, ecc.) perdendo tutte le
Imperfezioni materiali.

Il risultato di questo processo appare gia in forma
compiuta nei primi libri degli Elementi di Euclide e fa
ricorso, per la prima volta, ad un processo di assioma-
tizzazione:

Risulti postulato: che si possa condurre una linea
retta da un qualsiasi punto ad ogni altro punto.

E che una retta terminata (= finita) si possa prolun-
gare continuamente in linea retta.

E che si possa descriver un cerchio con qualsiasi
centro ed ogni distanza (= raggio).

| postulati euclidei esprimono chiaramente la “purez-
za” di questi due strumenti, come ben sottolinea Fra-
jeseio: “Fatto sta che, pur fornendo le costruzioni ge-
ometriche che noi eseguiamo usando gli strumenti e-
lementari (riga e compasso), Euclide non nomina mai
gli strumenti stessi, postulando che le figure elemen-
tari costruite sorgano come per incanto”.
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Nel testo euclideo troviamo due tipi di proposizio-
ni:

e le prime rappresentano sostanzialmente teoremi
che enunciano proprieta di vario genere delle fi-
gure (e di cui parleremo nel prossimo capitolo),

e mentre le altre rappresentano costruzioni geo-
metriche, che descrivono a tutti gli effetti proce-
dure algoritmiche per costruire con riga e com-
passo una qualche figura;

Euclide non considera oggetti geometrici di cui non
abbia precedentemente stabilito I'esistenza con una
costruzione esplicita: prima di dimostrare il teorema di
Pitagora, spiega come costruire un triangolo, un qua-
drato e cosi via.

La costruibilita di un ente geometrico con riga e com-
passo permette di impostarne lo studio teorico, al pun-
to che le caratteristiche geometriche dell'oggetto sono
determinate dalla stessa procedura costruttiva.

Un altro requisito molto importante richiesto in tutte le
costruzioni (rilevante anche dal punto di vista compu-
tazionale) e quello della finitezza del numero di
passi: la procedura geometrica deve avere un nume-
ro finito di passi. Di questo fatto i Greci furono consa-
pevoli e in piu punti la finitezza dei passi viene esplici-
tamente ribadita.
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| problemi classici non risolubili con riga e
compasso

Le costruzioni geometriche realizzate con riga e com-
passo dagli antichi matematici Greci sono numerose,
ma alcuni problemi sfidarono le capacita e la creativita
dei grandi geometri. Tra questi problemi quelli che
passarono alla storia perché su di essi si affannarono
per secoli i matematici dell’antica Grecia e moltissimi
altri matematici furono tre.

e || problema della quadratura del cerchio: Il pro-
blema e quello di costruire, usando solo riga e
compasso, un quadrato con la stessa area di un
dato cerchio.

e || problema della trisezione di un angolo: Il
problema consiste nel suddividere con riga e
compasso un angolo qualsiasi in tre angoli con-
gruenti.

e || problema della duplicazione del cubo: Da un
cubo di dato lato, costruire con riga e compasso il
lato del cubo di volume doppio.
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Fig. Problema della duplicazione del cubo.

0

Fig. Problema della trisezione di un angolo.

N

Fig. Problema della quadratura del cerchio.
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| imiti della macchina geometrica

Per due millenni i migliori matematici del mondo tenta-
rono invano di risolvere questi problemi, fino a quando
nel 1800, lo studio sistematico della matematica che
sta dietro alle costruzioni matematica mise in eviden-
za I'impossibilita di trovare una soluzione a questi tre
problemi mediante i soli strumenti di riga e compasso.

L'impossibilita di risolvere sia il problema della dupli-
cazione del cubo che il problema della trisezione
dell'angolo con il solo uso di riga e compasso venne
provata algebricamente dal matematico francese
Pierre Laurent Wantzel nel 1837.

Infine, non fu che nel 1882 che Ferdinand von Lin-
demann provo rigorosamente limpossibilita della
guadratura del cerchio dimostrando la trascendenza
di .
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4 La macchina algebrica
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Introduzione

Se e vero che i numeri sono stati la prima struttura da-
ti su cui 'uomo ha imparato ad operare algoritmica-
mente, un’altra importante struttura che nel corso
dei secoli e stata oggetto di manipolazioni algo-
ritmiche e quella delle equazioni, che ha giocato un
ruolo fondamentale nella storia della matematica.

In generale, un'equazione e una relazione (0 meglio
un'uguaglianza) tra espressioni composte da quantita
note e non note trattate in modo paritetico. Lo studio
delle equazioni ha una lunga storia che, per molto
tempo, si identifica con la storia stessa
dell’algebra.

In particolare, il passaggio dall’aritmetica all’algebra fu
contrassegnato da un cambiamento di prospettiva sul
modo di risolvere i problemi che porto a mettere in ri-
lievo nell’algebra la centralita dell’equazione:

e mentre nell’aritmetica gli oggetti dell’operare
sono essenzialmente numeri,

e nell’algebra gli oggetti da manipolare sono in-
vece le equazioni stesse, che rappresentano
strutture dati assai piu complesse, in cui com-
paiono oltre i dati noti anche lettere per quan-
tita incognite.
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Nell’evoluzione della notazione algebrica, seguendo
la classificazione data dallo storico G.H.F. Nessel-
mann, si distinguono tre fasi principali:

e 'algebra retorica, nella quale i procedimenti al-
gebrici vengono interamente espressi mediante
'uso del linguaggio naturale;

e 'algebra sincopata, nella quale alcuni termini
vengono indicati mediante abbreviazioni,

e /'algebra simbolica, nella quale i termini vengono
sistematicamente rappresentati da simboli “puri”,
come nella moderna algebra.

Sebbene oggi gli studiosi ritengano ampiamente Ssu-
perata la rigida sequenzialita cronologica di queste tre
fasi, questa ripartizione e ancora utile anche per clas-
sificare i linguaggi algebrici utilizzati nel corso della
storia della matematica.
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La conquista del linguaggio simbolico non rappresen-
to semplicemente il raggiungimento di una notazione
piu comoda e compatta delle precedenti, ma costitui
soprattutto una sorta di “meccanizzazione” del
calcolo stesso.

Il linguaggio naturale (algebra retorica), con il signi-
ficato associato a ciascuna parola, maschera il pro-
cesso di meccanizzazione del calcolo cosi evidente
nel calcolo letterale. Ad esempio, a prescindere dal
significato (valore) specifico dei simboli, e possibile
sostituire (a + b)* con a* + 2ab + b” e viceversa indi-
pendentemente dai valori attribuiti ad a e b.

Senza la “meccanizzazione” formale delle regole al-
gebriche sarebbe stato probabilmente impossibile
giungere ai moderni linguaggi algoritmici basati sulla
manipolazione sintattica dei simboli.
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L’algebra retorica e sincopata

Nelle primi documenti di carattere matematico man-
cano perfino le descrizioni degli algoritmi e | procedi-
menti vengono dati semplicemente mediante esempi
numerici.

Nei documenti piu antichi (ad esempio relativi alla
matematica egizia piu antica 0 a quella sumera)
spesso | risultati dei problemi vengono riportati
senza neppure indicare la sequenza delle opera-
zioni svolte, per cui risulta difficile ricostruire i proce-
dimenti sequiti.

Solo lentamente si e passati ad una descrizione algo-
ritmica mediante il linguaggio naturale.

In che modo venivano formulati i procedimenti di cal-
colo?
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L’esempio qui proposto e tratto dal papiro di Mosca:

Problema 19

Metodo per calcolare un mucchio (1 + %2) volte [que-
sto mucchio] con 4 e diventato 10. Quanto e questo
mucchio?

Calcola tu I'eccesso di questo 10 sopra 4, € 6. Calcola
tu con 1 + %2 fino a che trovi 1. Risulta 2/3. Pensa tu
2/3 di questo 6. Risulta 4. Ecco, € 4, tu I'hai trovato
correttamente.

Si tratta di un problema aha, cioe di un problema do-
ve si deve di trovare il valore di una quantita incognita,
indicata con il termine “aha” (“mucchio”). La prima riga
descrive infatti 'equazione in linguaggio naturale fa-
cendo ricorso al termine aha; nel linguaggio moderno
il problema si riduce all’equazione di primo grado:

(1+1/2)x+4=10
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Il testo dice di procedere nel seguente modo:

e prima si porta il termine 4 nel secondo membro
determinando la sottrazione 10 — 4 = 6;

e poi, dopo aver calcolato al somma 1 + %2, se ne
calcola il reciproco, cioe 2/3;

e infine, si determina il valore dell'incognita moltipli-
cando il termine noto, 6, per 2/3 ottenendo x = 4.

Il testo e di tipo retorico in quanto la descrizione da-
ta non fa uso di alcun simbolismo, ma questo non si-
gnifica con un’organizzazione del tutto libera: un pro-
blema comprendeva solitamente un titolo con 1 dati
noti (evidenziato con l'inchiostro rosso), una procedu-
ra per risolvere il problema e, eventualmente, una ve-
rifica del risultato. | testi dei problemi seguono poi una
grammatica e un lessico molto standardizzato e con
una struttura abbastanza regolare.
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La mancanza di una notazione simbolica non significa
che i procedimenti non vadano intesi comungue come
schemi generali, come sottolinea lo stesso Neuge-
bauer,
“Dagli esempi effettivamente calcolati appare
evidente che si attribuiva importanza al proce-
dimento generale, e non al risultato numerico.
[...] | numeri che accompagnano guesti esempi
non hanno altra funzione che quella di offrire
una guida conveniente per illustrare il processo
generale che sta alla base di tutti questi calcoli.
E’ dunque erroneo negare all’algebra babilone-
se I'uso di una “formula generale.”

v@LINK

http://www.math.buffalo.edu/mad/Ancient-
Africa/mad ancient eqypt.html

http://www.dipmat.unipg.it/~bartocci/PIRAM.htm

http://www-history.mcs.st-
an-
drews.ac.uk/history/HistTopics/Egyptian papyri.html
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L’algebra sincopata di Diofanto
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Fig. Traduzione di Pierre de Fermat dell’opera di Diofanto.

Gran parte della matematica greca di livello piu eleva-
to sembra riguardare la geometria e sembra mancare
una trattazione altrettanto sistematica dell’algebra.

Tra i matematici greci che invece si occuparono di
problemi di tipo algebrico e tentarono di introdur-
re un linguaggio piu efficace per descrivere proble-
mi algebrici va segnalato il matematico greco Diofan-
to, vissuto circa tra il 200 d.C. e il 284 d.C.
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La sua opera piu famosa € I'Arithmetica, di cui c’'é ar-
rivata solo una parte (10 capitoli su tredici). L'opera
non si presenta come una trattazione sistematica
dell’algebra, ma presenta una collezione di 150 pro-
blemi riguardanti principalmente la risoluzione esatta
di equazioni determinate e indeterminate.
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Un problema algebrico di Diofanto.: Da un manoscritto del sec. XIV.
Si tratta di trovare due numeri tali che la loro somma sia = 20, e la
differenza dei loro quadrati = 80. I passaggi sono i seguenti:

Siano x + 10 10 — @
Quadrati : x2 + 20 & + 100 x2 — 20 2 + 100
Diff, dei quadrati 40 = = 80
Divisione @ = 2

da cui x + 10 = 12 10 — x = 8

Fig. Esempio di scrittura  algebrica  di Diofanto. (da
http://www.dm.uniba.it/ipertesto/indice.doc )

La scrittura di Diofanto, secondo una classificazione
dallo storico Nesselmann, costituisce un esempio di
algebra sincopata.
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Questa notazione, pur essendo prevalentemente ba-
sata sull’'uso di parole intere, spesso introduce alcune
abbreviazioni, e singole lettere per denotare le quan-
tita incognite.

Non si tratta ancora di un simbolismo di tipo moderno,
ma rappresenta un importante passo in avanti rispetto
alla matematica antica, interamente verbale (chiamata
pertanto algebra retorica).

Oggi sappiamo anche che non si tratta di
un’invenzione completamente nuova di Diofanto dal
momento che in un papiro antecedente di un secolo (il
papiro di Michigan) sono presenti forme di simboli-
smo simili a quelle di Diofanto.

All'inizio dellArithmetica Diofanto introduce diverse
abbreviazioni. Ad esempio, indica I'incognita con un

simbolo molto simile alla lettera greca g (stigma),
lettera arcaica addizionale precedente a quella
dell’Eta classica, forse ad indicare la lettera finale del-

la parola ap1®uég, che significa “numero”.
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Ecco inoltre come rappresenta le potenze
dell'incognita:

op1Oudl (“numero”) C

SUvapic (cioé “potenza”) | A’

xUBoc (“cubo”) K'

Suvapoduvauic (“poten- | A A’
za-potenza”)

x> | duvapoxupog, (“potenza- | A K'
cubo”)

x° | xuBOXUBOC K KY

Altri simboli usati nell’ Arithmetica sono:

e M°, questo simbolo seguito da un numero indica il termi-
ne noto di un’equazione; questa notazione e formata dal-
le prime due lettere della parola “monade”, che significa
unita.

o T eéil segno usato per indicare la sottrazione;

-0

e i e usato perindicare il segno uguale;
e £vindica spesso l'operazione di divisione.

Nessun segno viene usato per I'addizione: la somma
di due o piu termini viene indicata scrivendo di segui-
to gli addendi.
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Esto triangulum datum specie: 32, 4z, 52. Rursus
. fit quaerendum:

62> — bz =0, et 62— 3z=0.

Si 62 — 32 aequo O, fit # quotiens ex 3 diviso
per (6 — z,%).
Sic invento z, fiunt

54
’ =
62% == 36 —13a
b4
et a Z 736 — 1227 oportet {subtrahere 52), hoc est
90 — 152,*

; et residuum aequare quadrato. At

x,* 4+ 86 — 12z,
residuus est
152, — 86

xl‘ + 36 — 12271’

=0,

Fig. Un esempio di algebra sincopata: il Problema XXVIII del Libro |
dell’Arithmetica con traduzione in latino (Tannery 1893, pag. 62).
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Cosi I'espressione
2x° + 3x,
per Diofanto sarebbe stato

A"BLy

nella quale non viene utilizzato nessun simbolo per
I'addizione e i numeri 2 e 3 sono rappresentati rispet-

tivamente da B, y e seguono il termine letterale.

Un altro esempio di scrittura usata da Diofanto e il se-
guente:

I,T — 0 P— IT . 4 I."’_
A" EM Box év popiw 4" daM AANA E
la cui traduzione nel nostro simbolismo é:

(60 x° + 2520) / (x*+ 900 — 60 x°)

Fig. Un esempio di quoziente di polinomi, tratto dal Problema XIV del
Libro VI dell’Arithmetica di Diofanto.
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Vediamo ora come Diofanto descrive il procedimento
per risolvere il sistema lineare:

[ x +y =100
y

ly—x=140
Problema:

Che Il numero dato sia 100 e che la differenza sia 40
unita. Trovare | numeri.

Soluzione:

Poniamo uguale ad un’incognita il piu piccolo nhumero
[X]; il piu grande sara pertanto 'incognita piu 40 unita
[Xx + 40]. Ora questa somma sono le 100 unita date,
dungque 100 unita sono uguali a due incognite piu 40
unita [2x + 40. Sottraiamo le quantita simili dai simili,
cioe 40 unita da 100 e, inoltre, 40 unita da 2 incognite
piu 40 unita. Le due incognite rimaste sono uguali a
60 unita e ciascuna incognita e 30 unita.

Ritorniamo a quello che avevamo posto: il piu piccolo
numero sara 30 unita, cosicché il piu grande sara 70
unita e la prova e evidente.
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| problemi non sono ancora formulati in modo del tutto
generale, ma fanno ancora riferimento a esempi nu-
merici specifici, secondo una pratica che verra seguita
ancora per parecchi secoli.

Non c’e alcun tentativo di sfruttare la notazione sinco-
pata per costruire una teoria organica delle equazioni.

Tra I'altro Diofanto non si preoccupa di fornire tutte le
possibili soluzioni dei suoi problemi, ma ne considera
sempre una sola.

L’opera € in particolare la notazione di Diofanto rima-
sero comungue a lungo dimenticati e solo nel 1500-
1600 con la riscoperta dei testi classici I matematici
europei (tra questi va ricordato Pierre de Fermat) ap-
profondirono e compresero I'importanza del lavoro del
grande matematico.

v@LINK

http://www.math.rutgers.edu/courses/436/436-
s00/Papers2000/kirschm.html

http://www-qgroups.dcs.st-
and.ac.uk/~history/Mathematicians/Diophantus.html

28/04/2010 Paolo Giangrandi — Storia dell’Informatica — UNIUD 82


http://www.math.rutgers.edu/courses/436/436-s00/Papers2000/kirschm.html
http://www.math.rutgers.edu/courses/436/436-s00/Papers2000/kirschm.html
http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Diophantus.html
http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Diophantus.html

L’algebra di Brahmagupta

'Hﬂ'ﬁﬂffhﬂ' Wﬁéﬂqmﬁ al ﬁ
#u s %gggﬁggﬁﬂ ,
ﬁ#ﬁ EﬂH%H' ﬁmﬁa TAFJ%
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Fig. Frammento di uno scritto di Brahamagupta sulla formula per i qua-
drilateri ciclici.

Dopo gli enormi progressi della civilta greca nella ma-
tematica, ’Europa visse un lungo periodo di deca-
denza e il primato delle ricerche matematiche piu inte-
ressanti si Sposto presso altre civilta.

In particolare, in India diversi matematici contribuirono
ad introdurre nuove idee matematiche particolarmente
Interessanti.

Due caratteristiche significative della matematica in-
diana antica che la distinguono da quella greca furono
una notevole indipendenza dell’algebra dalla geo-
metria e 'uso dei simboli, quali punti (nel manoscrit-
to di Bakhshali) o lettere dell’alfabeto, per indicare
guantita incognite.
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| matematici indiani furono probabilmente i primi a
fare un uso sistematico di questo metodo di rap-
presentazione delle incognite.

Brahmagupta (circa 598-670), una delle figure piu
Importanti della matematica indiana, introdusse i nu-
meri relativi dando le regole corrette per operare con
essi. In questa sezione vogliamo vedere in che modo
Brahmagupta descrive il procedimento per risolvere
un’equazione di 1° grado:
“Se quattro volte |la dodicesima parte della
somma tra uno e l'incognita, aumentato di otto
e uguale all’incognita aumentata di uno, dimmi
il valore dell’incognita”.

Nella scrittura moderna si tratta dell’equazione
X+1

4. oo +8=x+1
12
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Brahmagupta prima costruisce I'equazione che riflette
le relazioni descritte nel testo del problema e poi mo-
stra il procedimento risolutivo:

commento simbolismo di Bra- notazione moderna
hmagupta
yal rul (x+1)
yal rul x+1)
12 12
e il quadruplo e yal rul (x+1)
3 3

aumentato con il nu- yal ru?25 (x + 25)
mero assoluto otto, si| | emmeeee
ottiene 3 3
Dopo aver indicato a
parole il secondo
membro dell’equazione yal ru?25
(x + 1) e “prendendo il (x +25=3x + 3)
triplo di entrambi”, ya3 ru3
Brahmagupta  scrive
'intera equazione po-
nendo i due membri
uno sotto l'altro, cioé
nella forma:
Riguardo alle incogni- ya?2 [(B8X — x => 2X]
te, semplificando si ha
e per i termini 22 [(25 = 3 => 22]
ottenendo infine il ri- 11 [x = (25 = 3)/(3 - 1)]

sultato

@LINK

http://www-history.mcs.st-

andrews.ac.uk/Biographies/Brahmaqupta.html
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Le equazioni di al-Khwarizmi

A partire dal 750 d.C. la civilta araba diede impor-
tanti apporti nel campo della matematica raggiun-
gendo forse il livello piu alto a livello mondiale per al-
cuni secoli.

Di questi contributi forse il piu importante riguarda lo
sviluppo dell’algebra come disciplina autonoma. Il
primo matematico a dare una svolta fondamentale a
guesto settore fu al-Khwarizmi (circa 780-850), la cui
opera, scritta attorno al 830 d.C., oltre a dare il nome
alla disciplina dalla parola ‘al-jabr’, contiene la prima
Importante classificazione delle equazioni mai realiz-
zato prima e di fatto fissa quei procedimenti risolutivi
che ancora oggi adottiamo.

Per ricondurre le equazioni di vario tipo ai casi base

al-Khwarizmi si serve di tre regole di trasformazione

che permettono di manipolare e semplificare la strut-

tura dell’equazione:

e operazione al-jabr: I'equazione 2x* = 80x - 3x° vie-
ne trasformata in 5x* = 80x;

e operazione al-muqgabala; 'equazione 40 + x* = 19
+ 10x viene trasformata in 21 + x* = 10x.

e operazione al-hatt: 'equazione 42 + 2x* = 20x vie-
ne trasformata in 21 + x* = 10x.
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L'interpretazione di queste tre operazioni non € sem-
pre univoca, ma testimoniano il passaggio dalla mani-
polazione di numeri alla manipolazione di equazioni.

Il limite piu importante del lavoro di al-Khwarizmi e co-
stituito invece dalla mancanza di una notazione ade-
guata per rappresentare le equazioni stesse da mani-
polare dal momento che egli utilizza unicamente
I'algebra retorica.
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Qui possiamo vedere in che modo al-Khwarizmi descrive

I'equazione e l'algoritmo risolutivo:

Ho diviso dieci in due parti, poi ho moltiplica-
to ogni parte per se stessa ed [ho] preso la
somma delle due, che fa cinquattotto dir-
ham?.

Poni una delle due parti [uguale] una cosa e
I’altra [uguale a] dieci meno una cosa. Molti-
plica dieci meno una cosa per se stesso, fa
cento piu un censo meno 20 cose, poi [mol-
tiplica] una cosa per una cosa, fa un censo.
Poi addiziona entrambi [i prodotti], fa cento
piu due censi meno 20 cose, [il tutto] equiva-
lente a cinquattotto dirham.

Restaura il cento piu due censi con le venti
cosa mancanti e portale ai cinquantotto [dir-
ham], fa allora cento piu due censi equiva-
lente a cinquattotto dirham piu venti cose.

Riporta a un unico censo prendendo la meta
di tutto [ci0o] che hai. Fa cinquanta dirham
pil un censo equivalente a ventinove dirham
piu dieci cose.

Diminuiscilo, cioé sottrai da cinquanta venti-
nove, rimane ventuno piu un censo uguale a
dieci cose.

Dimezza le radici, fa cinque, e moltiplicalo
per se stesso, fa venticinque. Sottrai da que-
sto il ventuno legato al censo, rimane quat-
tro. Prendi la sua radice che fa due e sottrai
guesto dalla meta delle radici, cioe cinque.
Rimane tre che é una delle due parti e I’altra
e sette.

Questo problema ti ha riferito uno dei sei ca-
si, cioe censi piu numeri equivalente a radici.

descrizione problema

equazione:
(10 —x)*+x?*=58

100 + x?> — 20x + x*> =58

100 + 2x% — 20x = 58

operazione al-jabr
100 + 2x* =58 + 20x

operazione al-hatt:
50 + x* =29 + 10x

operazione al-mugabala:
21 +x* = 10x

formula risolutiva:

x = 10/2 —\[(10/2)* - 21]

x? + ¢ = bx

2 Il dirham & una moneta araba.
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Come possiamo vedere si tratta di una descrizione algorit-
mica puramente retorica non facile da seguire.

‘@LINK

http://www-groups.dcs.st-
and.ac.uk/~history/Indexes/Arabs.html

http://logica.rug.ac.be/albrecht/problems.php?code=K
AA
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L’algebra simbolica

La conquista dell'algebra simbolica fu una tappa fon-

damentale non solo per la matematica ma anche per

la storia degli algoritmi per varie ragioni. Il simbolismo

e da un carattere universale a ragionamenti ed opera-
zioni che altrimenti applicati a numeri specifici non
possono che cogliere solo casi particolari;

e permette di svolgere esplicitamente ragionamenti di
carattere universale validi per un insieme di numeri
e non per valori specifici,

e permette, nell'ambito delle equazioni, di vedere piu
facilmente la similitudine tra problemi apparente-
mente lontani e diversi;

e permette di evitare ambiguita tipiche del linguaggio
naturale;

e mette a disposizione uno strumento fondamentale
per astrarre sui problemi concreti; 'equazione ha la
capacita di “racchiudere” tutte le informazioni es-
senziali del problema;

e permette di attribuire piu facilmente nuove interpre-
tazioni ad una struttura simbolica difficilmente im-
maginabili nel testo originale del problema: si pensi
alla geometria analitica in cui ad un’equazione in
forma simbolica viene associata una curva, infine

e aiuta ad evidenziare regole sintattiche per manipola-
re i dati del problema indipendentemente dalla se-
mantica specifica.
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La conquista del moderno linguaggio simbolico
avvenne tra il 1500 e il 1600 e rappresento un passo
formidabile per la storia della matematica e indiretta-
mente per quella degli algoritmi.

E’ bene ricordare che alla diffusione di una moderna
notazione matematica contribui certamente
'invenzione della stampa (Gutenberg, 1455) che, ol-
tre a diffondere sempre di piu le opere in tutto il conti-
nente europeo, contribui anche a standardizzare le
notazioni.
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Verso il calcolo simbolico

Tra il 1500 e il 1600 in Europa avvenne la metamorfo-
si dall’algebra retorica a quella simbolica passando at-
traverso guella sincopata. Anticipazioni di questa im-
minente rivoluzione si trovano in numerose opere ma-
tematiche precedenti, come ad esempio, di Leonardo
Pisano, di Giordano Nemorario, di Regiomontano,
Maurolico, di Cardano, di Bombelli.

Nel suo testo piu famoso del 1484, il Triparty, Chu-
guet scriveva ancora

8° multiplié par 7'™ monte 56°

per indicare nel linguaggio algebrico moderno
'equazione

8x°. 7x™' = 56x°
Inizia comunque il passaggio dall’algebra “retorica”, in
cui le diverse operazioni sono descritte in linguaggio

naturale, a quella “sincopata”, in cui i termini del lin-
guaggio naturale appaiono abbreviati.
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I frate e matematico Luca Pacioli nel suo testo piu
noto, Summa de aritmetica, geometria, proporzioni et
proporzionalita, del 1494 scrive I'equazione x + x° =
12 in notazione sincopata

Trovame 1.n°. che gioto al suo gdrato facia .12

Ancora nel 1545, nellArs Magnha di Gerolamo Car-
dano I'equazione x> + 21x = 2x viene scritta in forma
sincopata come

1. cubus p. 21. ®quatur 2. rebus

Comungue nessuno di questi matematici capi in modo
pieno e profondo I'importanza dell'algebra simbolica e
'uso di linguaggio rimase solo occasionale.

Forse la persona che piu tutti seppe avvicinarsi alla
notazione simbolica fu Rafael Bombelli (1526-1572),
di cui vediamo alcuni esempi in tabella:
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Madetrn Baombelli Bombelli

notation printed wiitten
L vl
o o =
z Lo W
mhs = =
Ja+ 6 Fq|4pRgo | F|<4pEG |

3\,.-"'2+~.-"[j—121 EcLEquLGmmUJ E3|E|:|E|Clm121||

Il passo decisivo, guesta volta consapevole delle po-
tenzialita della notazione simbolica, venne invece
compiuto dal matematico francese Francois Viete ver-
so la fine del 1550.

Tra il 1400 e il 1600 cominciarono ad essere intro-
dotti anche i moderni simboli delle operazioni, che
assieme all'uso delle lettere furono un prerequisito
essenziale per l'introduzione dell'algebra simbolica. |
simboli “piu” (+) e “meno” (-) comparvero ad e-
sempio per la prima volta in nel testo Behende und
hipsche Rechenung auff allen Kauffmanschafft, di
Johannes Widmann (nato c. 1460), pubblicato a Lip-
sia nel 14809.

28/04/2010 Paolo Giangrandi — Storia dell’Informatica — UNIUD 94



Nel giro di un secolo mezzo fecero la loro comparsa

anche gli altri simboli matematici oggi comunemente
usati.

22
8 4 ¢ YWiltdndas wyfs
G—12> fendderdefglcys
3 -+ 30 dhen/Sofuriier
G§——19 DdieZenctnerond
3 -+ 44 Hhonnd wasauf
3 = 22 ~—ift/Vasiff mis
entner 3——11 tb nueds3fegBefons
3 =}~ §0 Ddervnnd werdess
4——16 4530 (So
3 44 Oy die Jendtner
3 29 3iib gemachets
3 —v=i2 haftonnddas /

3 -~ Das ift mreer
dar;d A ddiereft )ond >§ minus. Liun

foledufir Bolg abfhlaben allwveeg fuie
ainlegel 24 th. Ond dasiff 1 3 mal 24.
vndmadyt 3 12 (b Daryiaddicrdas ~——
dasift >5 th ondwerden 38>. Dyecfubs
trabier von 453 90.0nd Bleyben 4152
th. ETun fpaich 1 oo th dasiff ein senener
P04 € L wickniien4 152 th ond tumé
121 ft§ B4beller?Viif reche gmadht

Bfeffes "

Fig. Here is an image of the first use in print of the + and - signs, from

Widman's Behennde vnd hipsche Rechnung. This image is taken from
the Augsburg edition of 1526.
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Da Viete alla notazione simbolica moderna

Tra | personaggi che maggiormente contribuirono
all'introduzione del linguaggio simbolico va ricordato il
matematico francese Francois Viete (1540 - 1603),
che introdusse una notazione innovativa per le equa-
zione. In Viete le trasformazioni algebriche, che noi
oggi adottiamo per trasformare e semplificare le e-
quazioni diventano “una forma di ragionamento e non
piu un insieme di ingegnosi artifici, come 'aveva con-
cepita Diofanto”.

‘ Carvr T
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it ur dit Zererice qui invmiturzﬂndlmpmpﬁ:im n;ag:nimd.hjs de
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Fig. Isagoge in Artem Analyticem di Viéete.
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Con la sua notazione simbolica, che compare per la
prima volta nel trattato Isagoge in Artem Analyticem
(pubblicato nel 1591), egli si propone di introdurre un
linguaggio matematico generale indipendente dagli
esempi numerici fino ad allora usati.

Egli chiamava la sua algebra simbolica logistica spe-
ciosa Iin contrapposizione con la logistica numerosa,
che serviva per trattare | numeri.

Nella sua opera egli utilizzo sistematicamente lettere
per indicare le incognite (in particolare le vocali), ma
egli non si fermo solo a questo aspetto; infatti, proce-
dette anche ad usare lettere (piu precisamente, con-
sonanti) per indicare parametri o coefficienti da consi-
derarsi comunque gquantita note.

Per le operazioni invece continuo ad usare le parole
per non confonderle con le quantita note o incognite.
Ad esempio, un’equazione a parametri come

B in A aequantur A quad. + Z quad.
significava bx = x* + z°. Questo tipo di scrittura gi

permise comungue di studiare in modo generale inte-
re classi di equazioni.
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Fig. La notazione algebrica di Viete. (da
http://www.lindahall.org/events exhib/exhibit/exhibits/ylk/numbers2.sht
ml)

A partire da Viete, le lettere furono
sempre piu di frequente utilizzate per
Indicare nella matematica.

Naturalmente, il passaggio ad una no-
tazione simbolica non fu compiuto tutto

da Viete. Fig. Francois
Viéte. (da

httn:/hanana -
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Anche Cartesio diede importanti contributi all’algebra
simbolica.

Nell'inventare notazioni si distinse molto di piu Leib-
niz, il quale introdusse vari simboli ancora oggi in uso.
Leibniz era infatti convinto che una buona notazione
fosse fondamentale per fare progredire la matematica
stessa. In questa direzione si spinse perfino ad imma-
ginare un linguaggio logico universale con cui poter
affrontare in modo inconfutabile tutti i ragionamenti.
La sua notazione piu famosa riguarda 'operatore in-
tegrale: dopo aver utilizzato il simbolo “omn.” proba-
bilmente come contrazione della parola latina
omnium, nel 1675 introdusse il simbolo |:

& 2N’
» . 3 F - ¢
4 o :
s, ARl
- P S T AR
. ) N INT -
5 > Re ol
5 » -y
N

Fro. 124, ~Facalmlle of manuseript of Leibniz, dated Oct. 29, 1675, ko which
his sign of integration first appears. (Taken from C. I, Gerhardt's Brigfwechsel
von G, W, Leibmis mil Methematibern [15994.)
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Nel 1700, Eulero, seguendo le orme di Leibniz, inno-
vO ulteriormente la notazione matematica. Egli comin-
cio ad utilizzare in modo sistematico le lettere romane
e greche per le variabili e la notazione usata nei suoi
testi ci appare molto vicino a quello in uso oggi.
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936 EVOLUTIO FORMULAE INTEGRALIS [/-'dz(l2)* [114—115
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L'importanza e la notevole diffusione delle opere di
Eulero contribui a divulgare e a standardizzare la no-
tazione matematica, ormai praticamente identica a
guella oggi in uso. A questo punto le differenze tra la
notazione del tempo e quella adottata oggi divennero
sempre piu piccole e le opere dei matematici ci ap-
paiono molto simili a quelle moderne.

v@LINK

http://www.stephenwolfram.com/publications/talks/mat
hml/mathmi2.html
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Oltre le equazioni di secondo grado

Larisoluzione delle equazioni di terzo e
guarto grado

LN

Fig. Niccolo Fontana, detto Tartaglia (1499-1557).

Per tutto il medioevo la matematica europea non fece
particolare progressi rispetto a quanto erano riusciti a
raggiungere gli antichi greci. Il primo risultato impor-
tante arrivo solo nel 1500 con la risoluzione (gene-
rale) delle equazioni di 3° grado grazie agli alge-
bristi italiani. | principali nomi legati a questa scoper-
ta sono Scipione Dal Ferro, Niccolo Fontana e Anto-
nio Maria Fior, Gerolamo Cardano e Ludovico Ferrari.
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Nel 1545 la formula dell’equazione di terzo grado (in-
sieme a guella di quarto grado, ricavata nel frattempo
da Ludovico Ferrari) divenne di pubblico dominio poi-
ché venne presentata nel libro Ars magna di Gero-

lamo Cardano.

HIERONYMI CAR

DANI, PRESTANTISSIMI MATHE

MATICI, PHAILOJOPHIL AC MEDIC],

ARTIS MAGNAE,

SIVE DE REGVLIS ALGEBRAICIS,
Lib.unus. Qui & totius operis de Arithmerica,
OPVS PERFECTVM
infariplir,eft in ordine Decimus,

Abes in hoc libro, ftudiofe Le@or, Algebraicas (Ttali, defa Col

fa uocant) nouis adinuentionibus ac rationibus ab Authore ita
locarhuas ,ut pro pauculis ancea uulgd tritis Jam fepruaginea euafering, Nes

um , ubi vmus numenis aleri, 2ut duo und, uerum etiam,ubi duo dunbus,
aum;ﬂgqualcﬁm,no&nrxpﬂam. Huncaidt kbrumideo feors
fim edere placuit,ut hoc abﬂ:mﬂ-mo. & pland lncxhuﬂo totfus Arithmert
cx thefauroin Jucem eruro, ﬂunhntm am omnibus ad (pectan
dum expofiro, Lectores mtim Slpem Perfeci Ilbrou. qui per
Tomos edentur,tanto amdumpkﬁm ac minore faftidio perdifcans.

L — EE—

Fig. Frontespizio dell’Ars Magna di Gerolamo Cardano.
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Descrizione di Tartaglia del metodo risolutivo:

Qudndochel cubo con le cofeappreffo
Se agguaglia d qualche numerodifcreto
Trosan dut altri differentiimeffo.
Dapoiterrai quefto per confucto
Chellor produtto femprefis eguale
Al terzo cubo delle coft neto,
El reflduo poi fuo generale
Delli lor lati cubi ben fostratti
Varra la tud cofa principale.
In ¢l fecondo de coteftiatti
Qudando che’leube reftaffelui folo
TuofferuaraiguefUaltricontratts,
Del numer faraidue tal part’d uolo
Che Uunainlaltrafi produca [chictto
Elterzocubo delle cofein ftolo
Delle gual poi,per commun precetto
Torraililati cubi iffeme gionti
Et cotal fomma fara il tuo concetto,
X! terzo poide queftinoftri conti
Sefolue col fecondo fe ben guardi
Che per natura fon quaff congionti,
Quefli troudi, ¢z non con pafiitards
Nel mille cinquecente, quatroetrentd
Con fondamentiben [ald’c gagliardi
Nellacitta dal mar’intorno centd.

Fig. L’algoritmo di risoluzione dell’equazione di 3° grado in versi data da
Tartaglia.
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Nella notazione moderna;

w4+ +q=0

per I'equazione

si ha la formula risolutiva

I |
El .II_ |

v=y VTt E +1l,"_%_\-"l o

Tra il 1539 e il 1545 Cardano e il suo brillante allievo
Ludovico Ferrari (1522-1565) riuscirono inoltre a
completare il lavoro di Tartaglia trovando il modo di
ricondurre una qualunque equazione di terzo gra-
do ai casi risolubili con le formule individuate dal
matematico bresciano.

La cosa sorprendente e che il sistematico lavoro di in-
dagine sulle equazioni porto Ludovico Ferrari ad ot-
tenere perfino la formula risolutiva delle equazioni
di 4° grado: se per passare dal secondo grado al ter-
Z0 grado erano occorsi oltre due millenni, il passaggio
dal terzo al quarto grado richiese meno di sei anni!
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Allaricerca della soluzione delle equazio-
ni di quinto grado

A partire dallo straordinario lavoro degli algebristi ita-
liani comincio in tutta Europa la ricerca di nuovi pro-
cedimenti di calcolo per risolvere le equazioni di quin-
to grado e oltre.

Grazie anche alla notevole flessibilita operativa con-
sentita dal linguaggio simbolico, la risoluzione
dell’equazione di quinto grado sembrava dietro
I’angolo.

Peraltro tra la risoluzione delle equazioni di terzo gra-
do e quelle di quarto erano passati cosi pochi anni
che una sorta di ingenuo ottimismo sembrava perva-
dere un po’ tutti gli algebristi europei.

In fondo, le equazioni di 2°, 3° e 4° grado erano tutte
risolvibili con formule che facevano uso di radici e, a
sensazione, non sembrava esserci alcun motivo per-
ché non si potesse proseguire per i gradi piu alti al-
zando semplicemente l'ordine dei radicali da impiega-
re.
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Ma una cosa e risolvere un'equazione numerica-
mente determinando valori approssimati e cosa ben
diversa e risolvere un'equazione algebricamente.

In altre parole, condizione essenziale per poter consi-
derare risolta una data equazione e infatti quella di
realizzare sull'equazione una serie di trasformazioni
algebriche, come il completamento del quadrato per le
equazioni di secondo grado visto nell'introduzione del
capitolo, in modo che l'espressione finale (di lun-
ghezza finita) in grado di esprimere le soluzioni sia
composta esclusivamente di operazioni razionali
(cioe somma, sottrazione, prodotto e divisione) e di
estrazione di radici di qualsivoglia indice, applicate
ai coefficienti (numerici o letterali) dell'equazione.

Per quanto riguarda I'insieme numerico da considera-
re, dopo i lavori di Bombelli divenne evidente che la
ricerca andava fatta nellambito dei numeri complessi
anche se per parecchio tempo la natura di questi nu-
meri rimase poco chiara.
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| primi seri ma purtroppo infruttuosi tentativi vennero
compiuti dai matematici tedeschi Gottfried Wilhelm
Leibniz e il suo amico Ehrenfried Tschirnhaus
(1651-1708). Quest’ultimo, ispirato dal metodo di riso-
luzione delle equazioni di terzo grado dove con una
semplice manipolazione algebrica e possibile elimina-
re il termine di secondo grado, introdusse nel 1683
delle interessanti trasformazioni algebriche che con-
sentivano di  eliminare alcuni dei termini
dell’equazione generale di quinto grado rendendo
possibile la soluzione dellequazione, ma purtroppo
Leibniz evidenzio che per determinare i coefficienti
della trasformazione era necessario risolvere
un’equazione di sesto grado, peggiorando il problema;
da li non ci fu modo di sbloccarsi.

Negli stessi anni anche Newton, che era interessato a
problemi di algebra, oltre ad ideare un metodo ap-
prossimato per risolvere equazioni di qualunque tipo
(oggi noto come metodo di Newton-Raphson), conti-
nuando precedenti lavori di Descartes e di Girard, tro-
vo diverse relazioni generali che legavano i coefficien-
ti delle equazioni ad espressioni che combinavano in
vario modo le soluzioni; oltre pero non riusci ad anda-
re.
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Gli insuccessi nella ricerca di procedimenti risolutivi
per le equazioni di quinto grado continuarono per tutto
Il Settecento e fecero di questo problema una delle
guestioni cruciali della matematica, anche perché
'enorme trasformazione tecnico-scientifica che stava
conoscendo [I'Europa in quel periodo, assieme
allinvenzione del calcolo infinitesimale ponevano di
sovente la necessita di trovare soluzioni a complesse
equazioni. Anche il grande Eulero, dotato di straordi-
narie capacita tecniche e di una notevole dose di otti-
mismo, si occupo di questo spinoso dilemma.

L’ultimo grande tentativo fu compiuto dal matematico
italo-francese Joseph-Louis Lagrange (1736-1813).
A lui si deve l'attacco piu poderoso al problema delle
equazioni di quinto grado, che lo porto a scrivere un
eccellente trattato sull’argomento: Riflessioni sulla ri-
soluzione algebrica delle equazioni (1770).
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Il teorema fondamentale dell’algebra

Prima di continuare la storia dei tentativi di risoluzione
delle equazioni di quinto grado, vogliamo esaminare
un'altra questione importante che negli stessi secoli in
cui si va cercando la formula risolutiva delle equazioni
di quinto grado corre parallelamente a questa, ossia
la questione riguarda il numero di soluzione di
un’equazione algebrica. Nonostante gli studi di nu-
merosi importanti matematici ci vollero pero duecento
anni per fare chiarezza su di essa con il cosiddetto
Teorema Fondamentale dell'Algebra: Ogni equa-
zione algebrica polinomiale di grado n a coefficients
complessi ha n radici nel campo complesso.

Alla fine del 1500 Viete aveva mostrato come costrui-
re equazioni di grado n con n radici.

Descartes, a partire da vari esempi, congetturo che
un’equazione di grado n doveva avere n soluzioni
(quando si considerino anche le soluzioni complesse).
Questo fatto rappresentd semplicemente un’intuizione
perché Descartes non fu minimamente in grado di
giustificare I'affermazione, che in verita era gia stata
anticipata dal matematico francese Albert Girard nel
1629 nel testo L'invention en algebres.
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Un po’ alla volta i matematici si convinsero che la co-
sa fosse effettivamente vera e la questione venne po-
sta come congettura da dimostrare.

A meta del Settecento venne fatto il primo e serio ten-
tativo per dimostrare I Teorema Fondamentale
dell’Algebra: 'artefice di questo primo sforzo fu il fran-
cese Jean-Baptiste Le Rond d'Alembert (1717 —
1783) nel 1746 e sebbene la sua dimostrazione con-
tenesse alcuni errori dal punto di vista del rigore, il
procedimento in sé utilizzava diverse idee buone. Al-
tre dimostrazioni di grandi matematici seguirono, ma
tutte contenevano un qualche errore.

Il primo ad affrontare correttamente
la questione fu Il grande matemati-
co tedesco Carl Friederich Gauss
(1777-1855), che di fatto forni una
delle prime dimostrazioni di esi-
stenza di notevole rilevanza.

A questo punto, il fatto che per
un’equazione di grado n esisto-
no (nel campo) complesso sempre n soluzioni
sembrava far pensare che ci dovesse essere un
modo per calcolarle: si trattava di completare I'opera
trovando una formula risolutiva anche se a dire il vero
il Teorema Fondamentale dell’Algebra non dava alcun
iIndizio sul come trovare le soluzioni.
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| limiti della macchina algebrica: il teore-
ma di Abel-Ruffini

Il primo matematico ad invertire
la rotta sul secolare problema
della risoluzione delle equazioni
di grado superiore al quarto fu Il
matematico Paolo Ruffini.

Verso la fine del Settecento,
Ruffini comincio a studiare in
modo approfondito il problema
della risoluzione delle equazioni
e pervenne al suo risultato piu
significativo. Egli infatti intui e R

poi dimostro, sebbene in modo

incompleto, che I'equazione generale di quinto grado
non poteva essere risolta con una formula finita co-
struita con le quattro operazioni aritmetiche e le estra-
zioni di radici:

La soluzione algebrica di un’equazione generale di
un grado qualunque maggiore del quarto e impossi-
bile [...] E vero essere impossibile in generale la so-
luzione delle equazioni di grado > 4; ma non e que-
sto gia vero in vari casi particolari. [...] Inoltre, quan-
tunque sia impossibile l'esatta soluzione generale
della nostra equazione, pure potremo sempre aver
guesta per approssimazione, accostandoci ai veri
valori delle radici quanto vogliamo.
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Questo risultato fondamentale e la sua dimostrazione
sSono racchiusi in un corposo trattato dal titolo Teoria
generale delle equazioni, scritto nel 1799, lo stesso
anno in cui Gauss dimostrava il teorema fondamenta-
le dell’algebra.

Egli confidava che l'importanza del suo lavoro fosse
presto riconosciuta dalla comunita scientifica, ma a
guesto punto cominciarono invece le incompren-
sioni nei confronti del matematico modenese. In-
fatti, la dimostrazione era espressa in una forma molto
difficile da capire e nonostante nel corso della sua vita
Ruffini ne dara varie versioni migliorative, i matematici
piu prestigiosi del tempo non riconobbero il valore
dellimpresa del matematico modenese.

Alcuni matematici, pur con moderazione, furono piu
favorevoli al lavoro di Ruffini. In particolare, Cauchy,
che gia allora godeva di una notevole reputazione, in
una lettera che invio a Ruffini nel 1822 diceva: “La sua
memoria sulla risoluzione generale delle equazioni e
un lavoro che mi e sempre sembrato degno di atten-
zione dei matematici e che, secondo me, dimostra
completamente che le equazioni di grado maggiore di
guattro non sono risolvibili”. Pochi mesi dopo Ruffini,
gravemente ammalato, moriva.

28/04/2010 Paolo Giangrandi — Storia dell’Informatica — UNIUD 114



Oggi sappiamo che nella dimostrazione di Ruffini
mancava un passo essenziale, non riconosciuto da
nessuno dei suol contemporanei, che di fatto impedi-
sce di riconoscere a Ruffini il primato della dimostra-
zione.

Cio non toglie che questo risultato rappresenti
un’autentica svolta rispetto a tutti gli studi precedenti,
perché fino ad allora nessun matematico, compreso
Lagrange, la massima autorita in fatto di equazioni,
era stato sfiorato dall'idea che il problema non potes-
se essere risolto. Bisogna dire che a quel tempo le
dimostrazioni di impossibilita costituivano concet-
tualmente un qualcosa a cui I matematici non era-
no abituati.

Il lavoro di Ruffini andava a differenziare in modo
netto i concetti di “esistenza di una radice” e
“computabilita di una radice”. che un certo numero
esista, ma non lo si possa calcolare mediante le quat-
tro operazioni e le radici neanche in linea teorica ap-
pariva allora davvero sconcertante. Il lavoro chiariva
anche aspetti riguardanti la potenza espressiva del
linguaggio aritmetico con i radicali, che a questo
punto, risultava non in grado di esprimere tutte le
possibili soluzioni delle equazioni.
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Il passo necessario per completare
definitivamente la questione della riso- | n
luzione delle equazioni venne compiu- -
to un paio di decenni piu tardi in modo
del tutto indipendente da un altro ma-
tematico di una terra molto piu a nord
dell’ltalia: Niels Henrik Abel, grandis-
Simo matematico norvegese.

Dapprima ritenne di aver trovato un metodo per risol-
verle per radicali le equazioni di quinto grado, ma po-
co prima che la sua memoria venisse pubblicata da
solo capi che la dimostrazione conteneva alcuni erro-
r. A questo punto, cambio completamente rotta e fi-
nalmente nel 1824, riusci a dimostrare in modo com-
pleto e corretto che la risoluzione generale
dell’equazione di quinto grado con una formula basata
su radicali era impossibile:

[...] possiamo concludere che e impossibile risolvere
per radicali 'equazione generale di quinto grado.

Da questo teorema segue immediatamente che e
anche impossibile risolvere per radicali equazioni
generali di grado superiore.

La dimostrazione di Abel non era molto diversa da
guella del matematico italiano, ma ne colmava piena-
mente le lacune dimostrative.
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Abel si attendeva un riconoscimento immediato e
sperava cosi di poter dare una svolta alla propria vita
con qualche prestigioso incarico risolvendo in tal mo-
do anche i suoi gravi problemi economici. Le cose an-
darono ben diversamente: i grandi matematici, come
Gauss e Cauchy, si dimostrarono alquanto freddi nei
confronti del suo lavoro e Legendre addirittura perse |l
SUO manoscritto.

Rientrato in Norvegia, lo sfortunato Abel si ammalo
gravemente di tubercolosi, malattia che allora lasciava
ben poche speranze. Abel si spense il 6 aprile del
1829 a soli ventisei anni. Ironia della sorte, due gior-
ni dopo la sua morte, arrivo la lettera che annunciava
che l'universita di Berlino lo aveva nominato professo-
re di matematica.
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A conclusione di questa sezione, e bene osservare
che | due teoremi che abbiamo visto in queste ultime
due sezioni, il Teorema Fondamentale dell’Algebra e il
teorema di Abel-Ruffini, mostrano la netta distinzione
tra | concetti di computabilita e di esistenza per le so-
luzioni delle equazioni:

¢ il Teorema Fondamentale dell’Algebra e un risul-
tato di analisi e riguarda sostanzialmente il livello
semantico dei equazioni algebriche;

e il teorema di Abel-Ruffini, riguardando la possibili-
ta di esprimere le soluzioni nel linguaggio dei ra-
dicali, e invece un risultato squisitamente algebri-
co che coinvolge il livello sintattico e cio lo rende
piu interessante per la storia dell'informatica.

Questa discrepanza tra soluzioni esistenti e soluzioni
computabili, alla luce dei numerosi risultati nel campo
della teoria della computabilita, oggi appare facile da
accettare, ma agli inizi dell’Ottocento rappresento una
svolta notevole che contribuira un secolo piu tardi a
contrapporre la matematica “costruttivista” a quella
“formalista”.
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Introduzione

Il primo importante studio sulla logica lo si deve ad A-
ristotele (384-322 a.C) e celebri sono rimaste le sue
forme di sillogismo. Purtroppo il sillogismo aristote-
lico Inizialmente concepito con spirito scientifico-
matematico usci ben presto dalla sfera di studio della
matematica per restare per molti secoli oggetto di di-
scussioni filosofiche.

Fu soprattutto Gottfried Leibniz (1646-1716) a rinno-
vare l'interesse per la formalizzazione e meccanizza-
zione del ragionamento in termini logici attraverso gli
strumenti formali della matematica staccando pro-
gressivamente la disciplina dalla filosofia.

Nell'Ottocento, le due figure piu rappresentative che
per prime seppero realizzare concretamente il sogno
della “meccanizzazione” della logica furono, prima,
'inglese George Boole e, poi, il tedesco Gottlob
Frege, anche se non vanno dimenticati i contributi di
molti altri come A. De Morgan, C.S. Peirce, W.S. Je-
vons, ecc.
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Uno dei risultati piu rilevanti del loro lavoro fu quello di
definire una “macchina logica astratta” capace di ri-
cavare algoritmicamente nuove formule logiche a par-
tire da un insieme di premesse senza far intervenire
I'intelligenza di chi opera, ma operando solo in termini
meccanici sulla struttura sintattica delle formule logi-
che:

e allo stesso modo in cui in algebra si manipola
un’equazione o un espressione algebrica per
ricavarne un’altra piu semplice o piu utile,

e anche nella logica formale si opera con mani-
polazioni sintattiche; nella macchina logica
computare significa derivare sintatticamente e
Boole e Frege hanno fatto vedere come realizza-
re cio sulle proposizioni logiche.
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Inventare la macchina logica

La Characteristica Universalis di Lelbniz

Tra i primi pensatori dell'Eta Moderna ad immaginare
In qualche modo uno strumento capace di generare
automaticamente proposizioni vere va annoverato |l
grande filosofo e matematico tedesco Gottfried Wil-
helm Leibniz (1646 - 1716).

Leibniz viene generalmente accreditato, assieme a
Isaac Newton, dei maggiori contributi alla creazione
del moderno calcolo infinitesimale.

Leibniz tento di realizzare un sistema logico-
matematico, dove il pensiero razionale stesso potesse
essere ridotto a una sorta di calcolo

Da quando mi sono convinto che la geometria e la
meccanica sono diventate completamente analiti-
che, ho pensato di estendere il calcolo a materie alle
quali, finora, si era ritenuto che non potesse essere
esteso in alcun modo. lo chiamo qui “calcolo” qua-
lunqgue notazione che rappresenti il ragionamento,
quand’anche non avesse alcun rapporto con i nume-
ri.
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Il progetto di Leibniz varie fasi:

era necessario, innanzi tutto, compilare una “en-
ciclopedia dei concetti” (o “dizionario”) che rac-
cogliesse tutto il sapere distillato nel corso dei
secoli;

a questo punto era necessario selezionare un
numero limitato di idee piu semplici (una sorta
di collezione di mattoni basilari dei pensieri uma-
ni) con cui fosse possibile poi comporre tutti gl
altri concetti complessi;

occorreva poi definire una lingua characteristica
universalis, cioé di un “alfabeto di simboli” (che
egli chiama characteres) dei pensieri umani in cui
ogni concetto basilare fosse rappresentato me-
diante un unico simbolo;

le idee piu complesse avrebbero dovuto deri-
vare da quelle di base mediante una combina-
zione uniforme e sistematica secondo regole sin-
tattiche precise, analoga a quella adottata nella
costruzione delle espressioni matematiche,

Infine, sarebbe stato possibile formulare una se-
rie di regole deduttive (inferenze) che avrebbe-
ro permesso di condurre i ragionamenti umani in
forma di calcolo, che Leibniz indicava come cal-
culus ratiocinator.

Mentre i primi due punti del suo progetto rimasero del
tutto inattuati, per quello che riguarda gli altri punti egli
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elabord numerosi appunti senza pero giungere ad un
lavoro conclusivo e sistematico; per questa ragione
esistono diverse versioni di calcolo logico, che rifletto-
no i suoi sforzi compiuti nel corso degli anni.

Alcuni esempi di quanto scriveva sono illustrati qui di
seguito (Saggio di calcolo logico):

Definizione 1. — ldentici o coincidenti sono quei ter-
mini dei quali I'uno puo essere sostituito ovunque in
luogo dell’altro, senza alterare la verita. Per esem-
pio, ‘triangolo” e ‘“trilatero”; infatti in tutte le proposi-
zioni dimostrate da Euclide circa il “triangolo”, vi si
puo sostituire ‘trilatero” (e viceversa), senza che
venga alterata la verita. [...]

Assioma 1. - B @ N o N @ B, o la trasposizione
[commutativita rispetto a &] non produce qui alcun
cambiamento. [...]

Assioma 2. — A @ A o A. Se non viene aggiunto nul-
la di nuovo, non risulta neppure alcunché di nuovo,
ossia la semplice ripetizione non produce nessun
mutamento (poiché sebbene 4 nummi ed altri 4
nummi facciano 8 nummi, guesto non avviene per 4
nummi, se i medesimi 4 nummi vengono contati una
seconda volta). [...]

Prop.5.Se AeinB,ese A «C, anche C ein B. Un
termine coincidente con uno che € in un terzo termi-
ne, e anch’esso nel terzo termine. Infatti se nella
proposizione “A e in B” (vera per ipotesi) sostituiamo
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C in luogo di A (per la definizione 1 di termini coinci-

denti, giacché A « C per ipotesi), risulta che C e in
B.

dove il simbolo @ (che egli chiama composizione o
addizione reale) indica una sorta di operazione di u-
nione di insiemi e il simbolo « corrisponde al nostro
simbolo di uguaglianza.

Leibniz, a buona ragione, puo essere considerato il
precursore piu insigne della logica matematica, ma
non seppe tirare le conclusioni delle sue ricerche pio-
nieristiche: con una maggiore sistematicita avrebbe
potuto anticipare la logica moderna di un oltre secolo
mezzo!
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L’algebrizzazione della logica di Boole

Come abbiamo detto, per secoli la logica era rima-
sta terreno di applicazione soprattutto dei filosofi
e nella maggior parte dei casi gli studi effettuati ave-
vano portato a considerazione che mescolavano
scarsi aspetti matematici a numerose considerazioni
metafisiche o epistemiche.

Nella prima meta dell'Ottocento avvenne invece un
cambiamento considerevole e per la prima volta que-
sto settore venne indagato sistematicamente con gli
strumenti della matematica. Il principale artefice di
guesta rivoluzionaria trasformazione della logica
fu George Boole, la cui algebra non sara la semplice
trascrizione simbolica del sillogismo aristotelico, ma
rendera evidente quanto sia piu ampio il mondo della
logica.

Egli riusci a mostrare che, considerando solo gli
aspetti linguistici e tralasciando gli aspetti metafi-
sici, poteva essere data alla logica classica una
dimensione matematica, compiendo quel processo
di formalizzazione che non era riuscito a Leibniz. Scri-
veva.

Se vogliamo attenerci ai principi di una classificazio-
ne vera, non dobbiamo piu associare logica e meta-
fisica, ma logica e matematica.
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Boole analizzo per la prima volta un linguaggio che
ammetteva tra le possibili interpretazioni il calcolo
proposizionale, che rappresenta oggi un'importante
parte della logica matematica.

Occorre comungue sottolineare che il calcolo propo-
sizionale, non € una ‘“invenzione” attribuibile unica-
mente a Boole, poiché tanti altri personaggi partecipa-
rono alla sistemazione del linguaggio booleano, tra cui
William Hamilton (da non confondere con l'inventore
dei quaternioni), Augustus de Morgan, Stanley Je-
vons, John Venn, Charles Peirce, ecc.
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Il simbolismo di Boole € mutuato dal linguaggio
matematico dell'algebra. Egli scriveva:

Proposizione 1. Tutte le operazioni del linguaggio, in
guanto strumento del ragionamento, possono esse-
re condotte per mezzo di un sistema di segni com-
posto dai seguenti simboli:

Simboli letterali, come X, y, ecc., che rappresentano
cose in guanto oggetto dei nostri atti di concezione.

Segni di operazioni, come +, —, x, che stanno per
quelle operazioni della mente per mezzo delle qual
le concezioni delle cose vengono combinate o
scomposte in modo da formare nuove concezioni,
che contengono gli stessi elementi.

Il segno di identita: =.

E nel loro uso questi simboli logici sono sottoposti a
leggi definite, che in parte concordano con le leggi
dei simboli algebrici e in parte ne differiscono.
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Le regole di calcolo erano prese in presti dall’algebra
e esplicitamente o implicitamente Boole assume le
seguenti proprieta:
X-Yy=Yy-X proprieta commutativa
X+y=y+Xx proprieta commutativa
X-(y+z)=x-y+x-z proprieta distributiva
X-(y—-2z)=x-y—x-z proprieta distributiva
sex=y leggi di sostitutivita
ZX = zy
Z+X=z+y
X—2=y—2Z
x*=x legge degli indici

dove prodotto e somma corrispondono rispettivamen-
te a qualcosa di simile agli odierni congiunzione e di-
sgiunzione.

Tutte queste leggi coincidono con quelle della comune
algebra (numerica), tranne la legge degli indici (index
law): questa e proprio peculiare del calcolo booleano.
Secondo Boole, su questi “leggi del pensiero” si dove-
va basare sostanzialmente il processo inferenziale,
che puo essere condotto in termini puramente sintatti-
Cl.
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Il lavoro di Boole attiro I'attenzione (e anche le criti-
che) di vari matematici e filosofi del tempo portando in
breve tempo ad un notevole sviluppo della logica ma-

tematica.
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L’ideografia di Frege

Gottlob Frege (1848 - 1925) e
considerato il fondatore della logica
matematica moderna.

Frege era rimasto affascinato dall'i-
dea leibniziana di un calculus phi-
losophicus, che il grande filosofo
tedesco aveva descritto due secoli.
E proprio seguendo il sogno leibni-
ziano di un linguaggio universale
cerco di costruire un linguaggio rigoroso, «in for-
mule di pensiero puro», che permettesse il «calco-
lo logico» e che potesse costituirsi come fondamento
di tutti i calcoli particolari e specifici delle varie scienze
(aritmetici, geometrici, ecc).

Rispetto al lavoro di Boole, limitato allo studio calcolo
proposizionale, egli raffino ed estese il sistema consi-
derando anche predicati, funzioni e quantificatori: di
fatto introdusse quello che oggi € noto come calcolo
dei predicati del secondo ordine.

Frege denomino il proprio sistema Ideografia (Begrif-

fsschrift) e lo descrisse in un’opera pubblicata per la
prima volta nel 1879.
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o4 —n<b

5(0 +I'= by)

b < B
n>0
Q—r—A4A>b

T (O—}-F—bp)
b < B

Frege aveva creato quella characteristica universa-

lis

e che sarebbe diventato un misto di formule algebri-
che e ideogrammi e, inoltre,

e mostro che era possibile superare i confini della lo-
gica proposizionale e sillogistica, dai quali neppure
Boole era uscito, sviluppando un sistema di assiomi
e regole per la logica predicativa.

Nel 1884  Frege  scrisse | Fondamenti
dell’Aritmetica, in cui forniva una prima formalizza-
zione dell’'aritmetica.

| due volumi dei Principi dell’Aritmetica, pubblicati
nel 1893 e 1903, rappresentarono il primo serio tenta-
tivo di dare una formalizzazione assiomatica
dell'aritmetica.
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Dai tempi degli Elementi di Euclide, con cui aveva
formalizzato la geometria, nessun altro matematico
aveva osato tanto con un formalismo cosi rigoroso e
puro.
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Fig. Friedrich Ludwig Gottlob Frege, Grundgesetze der Arithmetik, vo-
lume 2, H. Pohle, Jena, 1903, end of section 143 "Aufbau," page 178.
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La notazione logica di Frege non era di
facile di lettura, ma successivamente al-
tri matematici, tra cui l'italiano Giuseppe
Peano, ne migliorarono il sistema di
scrittura fino a pervenire a guello attua-
le.

‘I GEN,

? ae N, ) ad e N,

' aCls. 0o Jo.utd &5 )N, D= TR
o N o =04 T = -

F e N, ki =0
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Il programma di Hilbert

Paradossi e crisi dei fondamenti della ma-
tematica

Nella seconda meta dell'Ottocento diversi matematici
si posero il problema di dare solide fondamenta al-
la matematica con maggiore cura di quanto non fos-
se stato fatto in precedenza, ma diversi paradossi
misero in difficolta questo progetto evidenziando
guanto fosse problematico il rigore matematico.

In particolare, dopo che Cantor ebbe aperto la strada
allo studio degli insiemi infiniti, diversi matematici co-
minciarono ad approfondire il tema dell'infinito da vari
punti di vista e ben presto incontrarono alcune sorpre-
se.
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Uno dei primi paradossi fu quello di Cesare Burali-
Forti, nel 1897, che dimostra che il processo di co-
struzione dell'insieme di tutti i numeri ordinali porta ad
una contraddizione.

Paradosso di Russell, 1902.

Proprio mentre Frege si accingeva a scrivere il se-
condo volume della sua opera sui principi
dell'aritmetica, Bertrand Russell, comunico a Frege
che il suo sistema permetteva di derivare una con-
traddizione.

L'insieme di tutti gli insiemi che non appartengo-
no a se stessi, appartiene o no a se stesso?

e Se si, allora e uno degli insiemi che non appar-
tengono a se stessi, e quindi non puo appar-
tenere alla loro collezione, cioe a se stesso;

e se no, allora e uno degli insiemi che non ap-
partengono a se stessi, e dunque appartiene
alla loro collezione, cioe a se stesso.

Questo paradosso viene spes- » %
so divulgato nella forma del "
paradosso del barbiere: "In
un villaggio c'e un unico bar-
biere. Il barbiere rade tutti (e §.
soli) gli uomini che non si ra- ® ‘
dono da soli. Il barbiere rade se stesso?"
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Un altro paradosso relativo alla definibilita dei numeri
reali venne trovato da matematico francese Jules An-
toine Richard nel 1905.

... € ancora paradosso di Berry (1906), paradosso di
Grelling (1908), ...
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Il programma di Hilbert

La crisi deli fondamenti matematici, innescata dalla
scoperta di vari paradossi e dallo studio di funzioni
matematiche “patologiche” ponevano la necessita non
solo di ridefinire i concetti matematici portanti con un
maggiore rigore ma esigevano anche di capire me-
glio quelle forme di ragionamento impiegate per
millenni ma ora sotto accusa per | paradossi a cui da-
vano origine.

Il famoso matematico tedesco David Hilbert (1862-

1943) propose di costruire queste basi facendo ricor-

SO

- alla logica studiata da Frege per costruire assioma-
tizzazioni dei vari settori della matematica

- alla teoria degli insiemi (infiniti) emersa dal lavoro
di Cantor
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L’assiomatizzazione della matematica

Agli inizi del 1900, David Hilbert lancio come pro-
gramma di ricerca l'idea alqguanto ambiziosa di for-
malizzare la matematica individuando sistemi as-
siomatici da cui poter derivare in modo "meccanico"
tutti | teoremi della matematica.

Un sistema assiomatico rappresenta una sorta di
teoria che contiene tutti i principi primi da cui partire
per effettuare ragionamenti in un dato settore della
matematica.

La parola "meccanico"” si riferisce al fatto che la deri-
vazione dei teoremi non deve far riferimento a proce-
dimenti intuitivi o all'intelligenza del matematico, ma
deve seguire dall’applicazione di regole (dette regole
di inferenza) semplici e prive di ambiguita come, ad
esempio, le regole di gioco degli scacchi.

Un primo importante esempio di progetto di assioma-
tizzazione e costituito dalla “rivisitazione” degli Ele-
menti di Euclide che porto ad un’assiomatizzazione
completa della geometria euclidea nel famoso lavoro
Grundlagen der Geometrie del 1899.
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Secondo Hilbert, ogni problema (matematico) avrebbe
potuto trovare una risposta (affermativa o negativa) a
partire da un opportuno sistema assiomatico appli-
cando le regole di inferenza:
"Ogni problema matematico deve essere ne-
cessariamente suscettibile di una chiarificazio-
ne esatta, o nella forma di una risposta effettiva
alla domanda sollevata, o attraverso la dimo-
strazione dell'impossibilita della sua soluzione
e quindi del necessario fallimento di tutti i tenta-
tivi... Per quanto inaccessibili possano sem-
brarci questi problemi e per quanto si possa ri-
manere scoraggiati di fronte a essi, abbiamo,
nondimeno, la ferma convinzione che la loro so-
luzione deve conseguire da un numero finito di
processi puramente logici ...".

Attorno al 1910 iniziarono i primi tentativi per dare una
risposta al programma di Hilbert e nei primi anni ‘30
arrivarono le risposte piu “interessanti” in merito al
progetto di Hilbert.
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| Principia Mathematica di Russell e Whi-
tehead

Fig. Bertrand Russell (a sinistra) e Alfred North Whitehead

Il programma di Hilbert per la realizzazione di un si-
stema logico formale da cui derivare tutti i teoremi del-
la matematica produsse come uno dei risultati piu im-
portanti la pubblicazione (1910-13) dei Principia Ma-
thematica da parte dei logici-matematici inglesi Ber-
trand Russell e Alfred North Whitehead.

L'opera di Russell e Whitehead partiva dal precedente
lavoro del logico tedesco G. Frege in cui Russell stes-
SO aveva trovato un aspetto contraddittorio. Questa
opera rappresento il piu elaborato tentativo mai fatto
prima di allora di sviluppare le nozioni fondamentali
della matematica (aritmetica) a partire da un insieme
ben definito di assiomi.
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PRINCIPIA MATHEMATICA

BY

ALFRED NORTH WHITEHEAD, Sc.D., F.RS.
Fellow and Jate Lecturer of Trinity College, Cambridge

AND

BERTRAND RUSSELL, M.A., F.R.S.

Lecturer and late Fellow of Trinity College, Cambridge

VOLUME 1

Cambridge
at the University Press

IgI10

Fig. Copertina del libro di Russell e Whitehead.

AUDIO

Audio 1: voce di Bertrand Russell in occasione del
conferimento del Premio Nobel: Desire [da
http://setis.library.usyd.edu.au/stanford/archives/win20
02/entries/russell/russell-soundclips.html ]
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< VIDEO

Video 1: Bertrand Russell. [da
http://www.britannica.com/nobel/ind_av.html ]

v@LINK

http://plato.stanford.edu/entries/principia-
mathematica/
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Le domande di Hilbert

Per poter "certificare" in modo indiscutibile il va-
lore del lavoro di Russell e Whitehead era pero
necessario provarne la consistenza e la comple-
tezza.

Pertanto Hilbert, di fronte a questo lavoro, pose come
ulteriore obiettivo quello di provarne la completezza e
la non contraddittorieta.

Questo lavoro fu affrontato dai migliori logici matema-

tici degli anni 20 e porto nel 1931 a conclusioni molto
diverse da quelle che Hilbert si aspettava.
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Altre critiche di metodo poste da matematici come
Brouwer richiedevano di capire quali forme di ragio-
namento potessero essere legittimamente impiegate
nelle dimostrazioni matematiche: ad esempio Brou-
wer metteva in discussione le dimostrazioni esi-
stenziali impiegate nel corso di tutto I’Ottocento e
metteva in dubbio la validita di principi logici co-
me ad esempio il principio del terzo escluso.

Le critiche sollevate da Brouwer spingevano inoltre i
matematici a trovare per i problemi matematici solu-
zioni costruttive che potessero essere realizzate con-
cretamente in un numero finito passi.

Tra l'inizio del 1900 e la fine degli anni '20 Hilbert po-
se diverse questioni logiche al fine di evitare quei pa-
radossi logici che erano emersi proprio in quegli anni
e per frenare le critiche ai metodi della matematica di
Brouwer.

28/04/2010 Paolo Giangrandi — Storia dell’Informatica — UNIUD 145



Nel 1928, al Congresso Internazionale dei Matematici,
a Bologna pose in modo molto chiaro tre questioni:

e La matematica e completa? cioe ogni enunciato
che produce puo essere dimostrato a partire dagli
assiomi iniziali mediante opportune regole di infe-
renza?

e La matematica e consistente (coerente)? cioe e
possibile dimostrare che, ad esempio, I'enunciato
2 + 2 =5 non puo e non potra mai essere dimo-
strato attraverso una procedura valida?

e La matematica e decidibile? cioe dato un siste-
ma assiomatico e una proposizione scelta arbitra-
riamente, esiste una procedura che consenta di
determinare se tale proposizione sia vera o falsa
allinterno del sistema (questo problema venne
denominato Entscheidungsproblem — problema
della decisione)?

In cuor suo Hilbert era convinto che la risposta a tutte
tre le domande fosse affermativa e che fosse solo
guestione di studiare bene le tre questioni per trovare
la loro soluzione.
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Gaodel: i limiti della macchina logica

Diversi furono I matematici e logici che si cimentarono
sui problemi posti da Hilbert riguardo la consistenza e
completezza del sistema logico-formale realizzato da
Russell e Whitehead.

La risposta alle prime due domande giunse nel 1931
grazie al geniale lavoro del logico austriaco Kurt GoO-
del (1906-1978) con il suo famoso teorema di in-
completezza.
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Gddel affrontando il problema in termini puramente
logici dimostro

e non solo che il sistema di Russell-Whitehead
era incompleto, nel senso che esistevano propo-
sizioni per le quali non era possibile dimostrare né
la verita né la falsita,

e ma che qualunque altro sistema formale sa-
rebbe risultato parimenti incompleto a causa di
un’incompletezza di fondo caratterizzante qualun-
gue sistema formale logico (sufficientemente e-
Spressivo).

Godel riusci a mostrare anche che nel sistema
dell’aritmetica non & possibile formulare un enunciato
logico che esprima la correttezza del sistema, conclu-
sione che costituisce il secondo teorema di Godel:
e Nessun sistema coerente puo essere utilizza-
to per dimostrare la sua stessa coerenza.

Questo risultato risponde negativamente alla seconda
guestione posta da Hilbert al Congresso di Bologna:
per riuscire a dimostrare la coerenza dell’aritmetica
sono necessari metodi piu potenti che non quelli sem-
plicemente finitistici, ipotizzati da Hilbert.
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Per giungere a questo risultato Gdodel sfrutto in modo
alguanto sofisticato un vecchio paradosso, noto come
paradosso del mentitore: “Questa frase ¢é falsa”.

Egli modificO questo paradosso nella forma “Questo
teorema non e dimostrabile” e mostrd che era pos-
sibile codificare opportunamente guesta espressione
In una formula di un sistema logico formale (purché
sufficientemente espressivo) dando luogo
allincompletezza del sistema stesso.

Il lavoro di GAdel mostro che in matematica la deriva-
zione di nuovi teoremi non € meccanizzabile se non in
modo incompleto, non importa quanto sofisticato e
complesso sia il sistema (logico) progettato.

Nonostante i risultati negativi rispetto alle speranze di
Hilbert, il lavoro di Godel e di altri studiosi fu comun-
gue essenziale per tutto il settore della logica mate-
matica e dei fondamenti stessi della matematica... i-
noltre, indirettamente diede Inizio alla teoria della
computabilita.
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@LINK

http://www-groups.dcs.st-
and.ac.uk/~history/index.html

http://www.edinformatics.com/great thinkers/godel.ht
m
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L’Entscheidungsproblem

La terza domanda posta da Hilbert al Congresso di
Bologna del 1928 era I'"Entscheidungsproblem” (in

tedesco “problema della decisione”) e suonava cosi:
trovare un algoritmo (“procedura meccanica”) che
siain grado di decidere per una proposizione logica
del primo ordine se questa € sempre vera (a prescin-

dere da qualunque interpretazione semantica).

Per la storia dell'informatica, e proprio la ricerca di una
procedura ben definita eseguibile in un numero finito
di passi a costituire la parte piu interessante di questo
problema.

In qualche modo, si puo dire che questo problema
traeva origine addirittura dai tempi di Gottfried
Leibniz, il quale immaginava di poter realizzare una
macchina capace di manipolare simboli matematici in
modo da poter stabilire la verita delle proposizioni ma-
tematiche. Egli aveva messo in evidenza che il primo
passo importante per fare una cosa del genere richie-
deva di inventare un opportuno formalismo logico.

| lavori successivi nel campo della logica, portarono in
effetti ad introdurre un linguaggio logico sufficiente
preciso e potente grazie ai lavori di Boole e, come ab-
biamo visto, soprattutto di Frege.
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1936: due risposte per lo stesso problema

A meta degli anni 30, lo statunitense Alonzo Church
e l'inglese Alan Turing affrontarono in modo indipen-
dentemente il terzo problema di  Hilbert
('Entscheidungsproblem).

Nel 1936, la conclusione a cui giunsero entrambi qua-
si contemporaneamente (Church precedette Turing di
pochi mesi) fu che era impossibile realizzare un al-
goritmo capace di decidere se una qualunque
proposizione dell’aritmetica era vera o falsa.

Per poter rispondere al problema in modo rigoroso,

ovviamente era necessario precisare in modo formale

il concetto stesso di “algoritmo”.

e Alonzo Church, con il contributo di Stephen Kleene,
propose un formalismo noto come lambda calcolo,

e mentre Alan Turing propose delle macchine astratte
(oggi note come macchine di Turing).

Tutte due 1 lavori sfruttavano la tecnica di enumera-

zione introdotte da Kurt Godel pochi anni prima (deri-
vata a sua volta dal lavoro di Cantor).
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Nonostante i risultati negativi, il lavoro di Church e in
particolar modo quello di Turing (descritto nel famoso
articolo On computable numbers, with an applica-
tion to the Entscheidungsproblem, 1936) ebbero
conseguenze importantissime per la  storia
dell'informatica e diedero il via alla teoria della compu-
tabilita.
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Il lambda calcolo di Church e Kleene

Fig. Alonzo Church

Nell'articolo An Unsolvable Problem of Elementary
Number Theory Church introduceva il lambda calcolo
un particolare formalismo per esprimere in modo rigo-
roso funzioni matematiche:

Axy.y)(Axy) |(AfFIAx x+2) |AFx F(F(FX)

Fig. Espressioni nel lambda calcolo.

Nel lavoro Church affermava poi che ogni espressione
del lambda calcolo corrispondeva ad un procedimento
di calcolo ben definito (algoritmo) dando cosi una de-
finizione rigorosa di effettiva calcolabilita (funzione
computabile) secondo quanto richiesto dal Hilbert.
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Ogni espressione poteva essere valutata (calcolata)
seguendo alcune regole sintattiche ben precise.

Mediante il lambda calcolo Church mostrava che le
proposizioni dell’aritmetica potevano essere tradotte
In questo formalismo.

Infine, Church faceva vedere che non era possibile
trovare una funzione computabile (espressa nel lamb-
da calcolo stesso) che per due date espressioni del
lambda calcolo potesse decidere se queste erano e-
quivalenti oppure no. Proprio questa indecidibilita de-
terminava la risposta negativa alla terza domanda di
Hilbert.

v@LINK

http://www-groups.dcs.st-
and.ac.uk/~history/index.html

http://en.wikipedia.org/wiki/Lambda calculus
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Turing e I'astrazione del processo di cal-
colo

Alan Turing comincio a lavorare alle questioni propo-
ste da Hilbert nei primi anni '30 e, diversamente da
Gdodel e da Church, non utilizzo un approccio pu-
ramente di tipo logico.
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Ricercando una definizione il piu possibile precisa e
generale del concetto di "procedura di calcolo",
Turing inizio ad analizzare tutto cio che un essere
umano faceva durante I'esecuzione di un processo di
calcolo cercando di individuare gli elementi es-
senziali e scartando tutti quelli irrilevanti.
¢ la persona utilizza fogli di carta come memoria;
¢ la persona legge dati sul foglio di carta;
e |la persona scrive dati a partire da altri dati, even-
tualmente cancellando dati precedenti;
e |a persona decide cosa scrivere in base a cio che
e presente sul foglio e al proprio stato mentale.

Turing ritiene che l'analisi cosi condotta sul pro-
cesso di calcolo abbia colto tutti gli elementi es-
senziali e che quindi qualunque procedura di calcolo
(formalizzabile) possa essere ricondotta al suo sche-
ma.:
“It is my contention that these operations in-
clude all those which are used in the computa-
tion of a number”

In questo modo, egli invento la cosiddetta macchina
di Turing (che egli chiamava A-machine), che costi-
tuisce un modello di calcolatore molto semplice ma al
tempo stesso sufficientemente potente per studiare le
proprieta matematiche di cio che e calcolabile.
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Turing concepi questo dispositivo come modello
Ideale di calcolatore per studiarne le caratteristiche
In termini teorici e non lo costrui fisicamente come di-
spositivo fisico, anche se sarebbe stato abbastanza
semplice realizzarlo.
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Fig. Prima pagina degli atti che contengono il famoso articolo di Turing
del 1936.
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La macchina di Turing (MT) e costituita

e da un nastro, che gioca il ruolo del dispositivo di
memoria e viene supposto illimitato in entrambe le
direzioni; il nastro e suddiviso in celle tutte uguali e
ognuna di esse puo contenere un simbolo.

e una testina che permette di leggere e scrivere sulle
celle del nastro; in particolare la testina esplora una
cella alla volta, quella cioe che a un dato istante
viene a trovarsi in sua corrispondenza. Il simbolo
letto dalla testina puo essere cancellato e sosti-
tuito con un nuovo simbolo.

e un dispositivo di controllo che regola il movimen-
to della testina rispetto al nastro, spostandola ogni
volta di una cella verso sinistra o verso destra se-
condo i casi. Il dispositivo di controllo e dotato di
una memoria interna costituita da un certo nu-
mero finito di stati.
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Dispositivo di
controllo

Testina di lettura/scrittura _) H

1]0(1T|1(0]|0 |1

Nastro

Le informazioni che si trovano sul nastro all'inizio della
computazione costituiscono i dati in ingresso, men-
tre quelle presenti sul nastro all'arresto della macchina
costituiscono il risultato della computazione.

Il comportamento della MT dipende

e dal simbolo letto sul nastro mediante la testina, e

e dallo stato interno in cui si trova il dispositivo di con-
trollo in un dato momento.

Il comportamento specifico della MT e descritto da
una matrice di controllo (o tabella di controllo) che
indica per ogni stato in cui si puo trovare la MT e per
ogni simbolo che puo essere letto dalla MT il passo
successivo da compiere.
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Un passo di computazione consiste nello scrivere
un nuovo simbolo nella cella correntemente letta dalla
testina, nel portarsi in un dato stato e nello spostarsi a

destra o a sinistra.
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Qui di seguito possiamo vedere un esempio di mac-
china di Turing che esegue la differenza tra due
numeri espressi in forma unaria: ad esempio il nu-
mero 6 viene rappresentato mediante una stringa di 6
“17.

All'inizio sul nastro sono presenti i dati di ingresso nel-
la forma "x-y=", dove x rappresenta il minuendo e y il
sottraendo (ad esempio 6-3 viene rappresentato come
"111111-111=",

| simboli che possono essere usati sul nastro sono:

(bianco), "-" (meno), e
La macchina impiega complessivamente 5 stati, di cui
uno € solo per indicare l'arresto della macchina. Qui
vediamo la matrice di controllo:

(1 11 1 _ —
a |[(@a,"" (a,"1", (a,"" (b,"", sin)
des) des) des)
b (c,"=", sin)|(Halt, " ",
sin)
C (c,"1", sin)|(d, "-", sin)
d (d,"" sin)|(a,"", des)
Halt

Fig. Esempio di matrice di controllo di una macchina di Turing.
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Step 1 11111 ]-|1]1]=

Step 2 1111-11:
Step 3 11111 )-]1(1]=
Step 4 1f1f1]1]-[1]1]=
Step 5 111?11:
Step 6 1[1]1]1]-]1[1]=
Step 7 11111 )-]1(1]=
Step 9 111 -(1]1
Step 10 11|11 ]|-]|1]=

=
Step 11 1[1[1]1]-]1]=
Step 12 111]1|1]-]1]=

Step 13

Step 14

Step 15

Step 16

Step 17

Step 18

Step 19

Step 20

Step 21

Step 22

Step 23

Step 24

11[1] [-]1]=
1[1[1] [-[1]=
1] [-T1]=
111 [-Th
11[1] [-]=
111] [-]=
111] [-]=
T ) P
11 =
11 -[=
11 -

@E

Fig. Esempio di computazione di una macchina di Turing.
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‘@LINK

http://www.cs.umass.edu/~immerman/cs601/turingRef
erence.htmi

http://www.alanturing.net/turing archive/archive/index/
archiveindex.html

http://www-groups.dcs.st-
and.ac.uk/~history/index.html

http://www.turing.org.uk/turing/

http://www.cs.swarthmore.edu/~dylan/Turing.html

http://www.alanturing.net/turing archive/index.html
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La macchina di Turing universale

Fig. Il grafico di transizione di una macchina di Turing universale.

Turing non si limito ad introdurre le cosiddette mac-
chine di Turing, ma ando oltre e fece vedere che tra le
diverse macchine di Turing era possibile trovarne
una in grado di “simulare” tutte le altre macchine
di Turing.
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In altre, era possibile costruire una particolare
macchina, denominata in seguito macchina di Tu-
ring universale, capace di prendere ingresso la
descrizione di una qualunque macchina di Turing
(opportunamente codificata) e | dati da elaborare e
di calcolare il risultato secondo simulando la
macchina fornita in ingresso.

Dal momento che una macchina di Turing e comple-
tamente definita dalla sua matrice di controllo, Turing
mostro che era possibile codificare la matrice di
controllo come una sequenza di simboli del tutto
analoga a quella utilizzata per | dati di ingresso.
Tale descrizione poteva quindi essere scritta sul na-
stro della macchina di Turing insieme ai dati.

Una macchina di questo tipo costituisce un calcolatore
generale programmabile nello stesso senso definito
da Babbage con la Macchina Analitica.

Cento anni dopo il lavoro di Babbage, un altro in-
glese aveva riscoperto, questa volta in termini pu-
ramente teorici, il concetto di calcolatore univer-
sale.
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La tesi di Turing-Church

Negli stessi anni in cui Turing introduceva le sue mac-
chine e negli anni successivi, altri matematici intro-
dussero formalismi atti a descrivere procedure di
calcolo in modo altrettanto rigoroso ed astratto:
Godel (1931), Post (sistemi di riscrittura, 1936),
Church (lambda-calcolo, 1936), ...

L’analisi di questi formalismi porto alla conclusione:

Nessun formalismo di calcolo puo calcolare piu
di quello che fa la macchina universale di Tu-
ring (o il lambda-calcolo): altri modelli di calco-
latore possono essere piu efficienti, piu veloci,
piu user-friendly della macchina di Turing, ma
non possono calcolare funzioni che non siano
calcolabili anche dalla macchina universale di
Turing (o il lambda-calcolo).

Il primo a formulare chiaramente questa tesi, con rife-

rimento al lambda calcolo e alle funzioni ricorsive fu
Alonzo Church.
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| limiti della macchina universale: I'indeci-
dibile

Fu proprio con questa macchina che Turing riusci a
rispondere negativamente al problema posto da
Hilbert (Entscheidungsproblem) trovando un pro-
blema algoritmicamente insolubile.

Per affrontare I'Entscheidungsproblem Turing distin-
gue le macchine non-circolari (circle-free machine)
capaci di produrre sequenze illimitate di cifre binarie
(cioe che egli chiama numero computabile), da quelle
circolari (circular machine) che non riescono in tale
compito.

Mostra poi che non e possibile costruire nessuna
macchina di Turing capace di distinguere queste
due tipologie di macchine e pertanto il problema e
indecidibile, cioe irrimediabilmente irrisolvibile.

La strategia con cui veniva raggiunto questo risul-
tato, fra I’altro, ricalcava molto da vicino le idee
applicate da Gddel nel suo grande teorema del ‘31.
Anche in questa dimostrazione, come quella di Godel,
si pud notare che viene fatto uso dell’autoriferimento
iIntroducendo una macchina che opera sul codice di
una macchina che corrisponde a se stessa.
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Oggi In tutti | testi al posto del problema originale di
Turing viene presentato un altro problema, noto come
halting problem, spesso attribuito a Turing ma in re-
alta introdotto da Martin Davis e piu chiaro da com-
prendere. In questo caso ci si chiede se sia possibile
costruire un algoritmo in grado di distinguere le
MdT che si arrestano da quelle che invece proce-
dono nel calcolo all’infinito.

Anche in guesto caso, si perviene alla conclusione
che e impossibile costruire una simile macchina e per-
tanto il problema dell'arresto e indecidibile.

Si trova poi che a partire dall’indecidibilita del proble-
ma di Turing si deducono numerosi altri risultati limita-
tivi per la teoria della computabilita. Ovviamente ac-
cettando la tesi di Church-Turing, si puo affermare
che non esiste nessuna funzione computabile in gra-
do di risolverli.
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L'interesse per il risultato di Turing non e solo di tipo
tecnico-matematico, ma in realta si collega a scenari
piu ampi; cosi John von Neumann nel 1949 commen-
tava il risultato:

Si puo costruire un automa [macchina] che puo fare
gualunque cosa fa un altro automa, ma non si puo
costruire un automa che predica il comportamento di
un automa arbitrario. In altre parole, si puo costruire
un organo che fa qualsiasi cosa che puo essere fat-
ta, ma non uno che dica se puo essere fatta.

In tutte le macchine a funzionamento di tipo di-
screto comunemente realizzate dall’'uomo la pre-
vedibilita del comportamento e piu 0 meno sem-
plice; anzi € proprio questa “prevedibilita”’ la co-
stante dell’essere macchina.

Il meccanicismo aveva assunto questa posizione di
fondo e, in questa ottica, considerava il comportamen-
to del mondo di tipo “meccanico”, cioe prevedibile,
come esprimeva molto chiaramente Laplace in un fa-
moso passo dell’Essai philosophigue sur les probabili-
tes.
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Prima la fisica quantistica con il principio di indeter-
minazione di Werner Heisenberg, 1927 e poi le
macchine di Turing sgretolarono guesta certezza.

Il problema di prevedere in modo completo tutte le
possibili mosse di una macchina non solo e estrema-
mente complesso, ma e teoricamente impossibile,
persino quando, astraendo dal mondo reale, la mac-
china e regolata da semplici regole discrete e deter-
ministiche assolutamente prive di aspetti probabilistici.
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